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Обсуждены варианты квазипотенциального подхода для иссле-

дования спектров экзотических атомов мюония и мюонного во-
дорода. Сходство спектров экзотических атомов использовано 

как средство построения корректной теории возмущений. Иссле-

дована  зависимость  тонких  сдвигов  от  нормировочных множи-
телей.  
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Electromagnetic Interaction for Muonium and Muonic Hydrogen 
 
N. A. Boikova, O. A. Boikova, Yu. N. Tyukhtyaev 
 

The quasipotential approach variants for investigation of the exotic 

atoms spectra for muonium and muonic hydrogen are discussed. 
Similarity of  exotic atoms spectra is used for build–up the correct 

perturbation theory. Dependence of fine shifts on normalizing 

multipliers is investigated. 
Key words:  bound state, fine shift, superfine shift, energy level, 

exotic atom, muonium, muonic hydrogen, quasipotential approach. 

 

Одним из классов экзотических атомов 

являются мюонные атомы, в состав которых 

входят нестабильная частица мюон. При об-

разовании мюонного водорода отрицатель-

ный мюон (
_µ ), замещая в атоме водорода 

электрон, образует связанное состояние 

(
_µ+p ). Возможен и другой вариант образо-

вания мюонного атома. Положительно заря-

женный мюон (
+µ ) может захватить элек-

трон из другого атома и образовать систему 

(
−+eµ ) – мюоний  [1].  

Важным направлением спектроскопии 

мюонных атомов является изучение интерва-

лов сверхтонкой структуры с высокой точно-

стью.   Система из двух фермионов (мюон-

ный водород, мюоний, позитроний, антиво-

дород и т.д.) может находиться в состояниях 

с одинаково и противоположно направлен-

ными спинами. Полный спин системы S  яв-

ляется интегралом движения и принимает 

значения 0  или 1. Для основного состояния 

в первом случае имеется одна Z -компонента 

спина, во втором – три, что соответствует 

синглетному 
0

1S  и триплетному 1

3S  состоя-

ниям. Переход атома из одного состояния в 

другое может быть индуцирован с помощью 

внешнего магнитного поля, меняющегося 

вместе с частотой перехода, и доступен экс-

периментальному исследованию.  

Одним из наиболее эффективных теоре-

тических методов исследования сверхтонкой 

структуры мюонных атомов является квази-

потенциальный подход. Основное уравнение 

квазипотенциального подхода представляет-

ся в виде 
 

)q(,E)q,p(V)q(,E))q,p(G( EE

rrrrrr)
Ψ=Ψ−+ ~1 ,        (1) 

 

где E  – собственное значение полной энер-

гии, )q(E

r
ψ  – описывающая систему волно-

вая функция. Для определения квазипотен-

циала ,E)q,p(V
rr~

 вводится оператор  
 

1

0

1

0

−+−= FTFτ ,                     (2) 
 

где 
++ = 000 TGGT . Релятивистская амплитуда 

рассеяния ,E),q,pq,pT( 00

rr
 определяется из 

уравнения Бете–Солпитера  
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),q,q,s(s)G,s,s,k)T(k,k,k,p(pG
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где 

)q(p)Sq(piS),q,q,p(pG 22211121210 −−= ,     (4) 
 

iS  – фермионный пропагатор. Выполняя в 

уравнении (3) интегрирование по относи-

тельным энергиям и проектирование на по-

ложительно частотные состояния, получим: 
 

1

00

111 1 −−+−−+ +=−= )F()G(F)G( ττ
))

.       (5) 
 

Квазипотенциал для системы двух фер-

мионов определяется выражением 
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На массовой поверхности =ε+ε= ppE 21  

qq 21 ε+ε= , 22

iip mp +=ε
r

, оператор ,E)q,p(
rr
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и физическая амплитуда ,E)q,p(T
rr

+  совпада-
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В работе [2] исследования сверхтонкой 

структуры S   уровней мюонного водорода 

выполнялись на основе квазипотенциального 

уравнения шредингеровского типа. Однако, 

значительно раньше получил известность 

другой подход к решению этой проблемы [3, 

4]. Его использование позволяет изучать 

сверхтонкое расщепление уровней энергии 

более планомерно и с большей точностью. 

Содержит ли всю информацию о связанной 

системе двух частиц способ построения ква-

зипотенциала через амплитуду рассеяния (7) 

или квазипотенциал должен строиться на 

основе оператора 0τ  выражения (6)? Дейст-

вительно ли группа экзотических атомов со-

храняет свои спектроскопические свойства 

как целое в обоих случаях? 

 Выполняя замену оператора 0τ  ампли-

тудой рассеяния +T , используем разложение 

амплитуды +T  в ряд по степеням постоянной 

тонкой структуры α :  
 

...42 ++= +++
)()( TTT .                (8) 

 

Тогда для квазипотенциала получим  
 

 

...)FTFTFT(TV −+−= ++++ 1 .         (9) 
 

В низших порядках теории возмущений 

имеем 
 

)()()()()()( FTTTTVVV 224242

++++ −+=+= , (10) 
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Амплитуда рассеяния строится с помо-

щью Фейнмановской диаграммной техники.  

Поправки к кулоновским уровням энер-

гии определяем, решая квазипотенциальное 

уравнение (1) по теории возмущений: 
 

,22
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)()( vV∆V −= 22 ,                  (12) 

где n  и m  – собственные функции нере-

лятивистского уравнения Шредингера с ку-

лоновским потенциалом cv , соответствую-

щие значениям энергии nE  и mE . Волновая 

функция для главного квантового числа 

1=n  имеет вид 
 

2222

11 0  8 −+= ))(p(S µαϕπαµϕ ,  
 

1332

1 )0( −= πµαϕ ,                 (13) 
 

где µ  – приведенная масса. 

Квазипотенциал ,E)q,pV(
rr

 в низшем 

приближении, соответствующем однофотон-

ному обмену между фермионами, определя-

ется выражением 
 

)qp(K,E)q,pV( )( rrrr
,1= .              (14)  

 

Поскольку основным взаимодействием 

в мюоном водороде (
−+µp ) является элек-

тромагнитное, то при описании связанного 

состояния протона и мюона удобно исполь-

зовать кулоновскую калибровку, в которой 

фотонный пропагатор представляется в виде 
 

2

00 1

k
)k(D −=
r

, 000 == ji DD , 

 

)
k

kk
(δ

)iεk(k
(k)D

ji
ijij

222

0  

1
rr −

+−
−= ,     (15) 

 

3,2,1, =ji . 
 

Ядру обмена  одним фотоном соответ-

ствует аналитическое выражение 
 

(k)Dγγe(k)K µν

ν

)(

21

21

µ= ,              (16) 
 

в котором можно выделить две части: чисто 

кулоновскую )(K c , пропорциональную ку-

лоновскому потенциалу )k(vc

r
, 

 

)k(vγγ)k(K cc

rr

2010= ,                  (17) 
 

и )(KT
, имеющую четырехмерную зависи-

мость: 
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Взаимодействия, связанные с ядрами 

)(K c
 и )(KT

, принято называть обменами 

кулоновским и поперечным фотонами соот-

ветственно. 

Выражение для сдвига от однофотонно-

го кулоновского взаимодействия имеет вид 
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Так как источником сверхтонкого рас-

щепления является спин-спиновое взаимо-

действия частиц в атоме, а спиновые состоя-

ния частиц характеризуются с помощью мат-

риц Паули iσv , то сверхтонкому расщепле-

нию соответствует аналитическое выраже-

ние, содержащее характерный множитель 

)( 21 ,σσ
rr

. Рационально выделить из матрич-

ной структуры (19) часть, пропорциональ-

ную )( 21 ,σσ
rr

, воспользовавшись симметрией 

подынтегрального выражения: 
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Логарифмический вклад порядка 
6α  

обеспечивает так называемый стандартный 

интеграл: 
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который выделяется из последнего слагаемо-

го выражения (20) при учете замен 
 

1→qp NN ,   

pppp MM 2121 4

11

εε
→ , 

 

2121 4

11

mmMM qq

→ .                (22) 

 

Более точный учет зависимости от импуль-

сов нормировочных множителей (
qp NN ) и 

массовых факторов 
iqM  приводит к допол-

нительным четным степеням импульсов в 

числителе, что устраняет влияние кулонов-

ских функций )p(c

r
ϕ  и )q(c

r
ϕ  и повышает по-

рядок вклада от интеграла типа 
stJ  до 

6α .  

Поэтому с требуемой точностью имеем 
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Таким образом, для сверхтонкого сдвига 

от однофотонного кулоновского взаимодей-

ствия получаем 
 

1
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c
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где 
FE  – значение сверхтонкого расщепле-

ния основного уровня энергии атома в нуле-

вом порядке, которое было получено Ферми 

и составляет 
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Обратимся теперь к обмену одним по-

перечным фотоном. Соответствующее ана-

литическое выражение имеет вид 
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После вычисления матричной структу-

ры для сверхтонкого расщепления получаем 
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Примечательной особенностью данного вы-

ражения является наличие вклада порядка 
4α , который содержится в первых двух чле-

нах и легко выделяется при заменах (22): 
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Отметим также присутствие в выражении 

(26) логарифмического вклада αln6α : 
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что свидетельствует о изменении взгляда на 

теорию возмущения, которая ранее строи-

лась через целочисленные степени α .  

Итак, результат (28) определяет основ-

ной вклад в сверхтонкое расщепление от 

электромагнитного взаимодействия в мюон-

ном водороде при µmm =1
 и 

pmm =2
. Од-

нако формула (28) имеет более общий харак-

тер и может быть применена к любому экзо-

тическому атому при описании электромаг-

нитного взаимодействия. При этом ее чис-

ленное значение для различных атомов су-

щественно отличается в силу их массовых 

характеристик. 

Проведем сравнительный анализ лога-

рифмических вкладов порядка αln6α  для 

мюонного водорода и позитрония на основе 

таблицы [5]. В этой таблице представлены 

вклады от диаграмм, приведенных на рисун-

ке, где схематично показаны обмены куло-

новскими (точечная линия) и поперечными 

(пунктирная линия) фотонами.  
 

 

Диаграммы, дающие вклады порядка αα ln6  в СТР атома 

 

Вклады в СТР мюонного водорода и позитрония 
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Составим таблицу логарифмических вкла-

дов с учетом результата (29) от обмена попе-

речным фотоном, который представим в виде 
 

ML)(KE
mm

E F

hfs +=∆ −1

21

22

lnα
αµ

, 

 

1

2

2

1

m

m

m

m
M += .                    (30) 

 

В таблице результаты представлены в 

виде совокупности безмассовых членов ( K ) 

и логарифмических вкладов ( L ), пропор-

циональных M . Для позитрония разделение 

вкладов на K  и L  условно, так как 21 mm =  

и 2=M . В части L  данная таблица анало-

гична таблице из работы [5] при замене 

µmme →  и 
pmm →µ . Это свидетельствует 

о том, что в высших порядках теории возму-

щений группа экзотических атомов проявля-

ет себя как единое целое. Заметим, что сумма 

вкладов ( L ) равна 0 как для позитрония, так 

и для мюонного водорода. Результаты груп-

пы K  оказываются различными.  

Итак, как следует из данных, приведен-

ных в таблице, в отличие от результатов для 

сверхтонкого сдвига с точностью 
4α  при 

повышении точности до αα ln6  спектроско-

пия мюонного водорода не переходит в спек-

троскопию позитрония при соответствующей 

замене масс в двухчастичной системе. Воз-

никает вопрос: сохраняется ли сходство эк-

зотических атомов при прецизионных вы-

числениях сверхтонких сдвигов? Сохраняет-

ся, но при условии, что определение квазипо-

тенциала через амплитуду рассеяния +T  (7): 
 

11 −
++ += )FT(TV ,                 (31) 

 

рассматривается в качестве приближения 

выражения (6).  

Проанализируем выражение для сверх-

тонкого сдвига от однофотонного обмена на 

основе определения (6): 
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При расчете этой величины с точностью 

αα ln
6  можно воспользоваться следующим 

приближением: 
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Тогда, выделяя члены, ответственные за 

логарифмические вклады, получим: 
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Анализ показывает, что первое слагае-

мое в фигурных скобках вносит вклады в 

сверхтонкое расщепление, начиная с членов 

порядка αα ln6 , а второе – с членов порядка 
4α . Отличие фактора +−+− 2211( EεEε qp  

)qp
rr

−+
 
 от qp

rr
−  оказывается существен-

ным для получения логарифмических попра-

вок при наличии в выражении членов, обес-

печивающих вклады порядка 4α . Вклады 

αα ln6  вносят попарные произведения пер-

вых и вторых членов в квадратных и фигур-

ных скобках. Используя значение стандарт-

ного интеграла, находим окончательно: 
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(35) 

 

Учет результата (35) в таблице приводит к 

изменению коэффициента K  в строке б  для 

(
_µ+p ), так что суммарные результаты 

столбцов K  для мюонного водорода и пози-

трония оказываются одинаковыми. Таким 

образом, восстанавливается общность ре-

зультатов при исследовании электромагнит-

ного взаимодействия в группе экзотических 

атомов.  

Наличие у частицы механического мо-

мента приводит к существованию соответст-

вующего магнитного момента. Поэтому соб-

ственный механический и орбитальный мо-

менты обусловливают спиновый магнитный 

и орбитальный магнитный моменты частиц 

связанного состояния. Потенциальная энер-

гия, возникающая вследствие спин-орбиталь-

ного взаимодействия, приводит к появлению 

тонкой структуры уровней энергии.  

Исследуем зависимость тонкой структу-

ры энергетического спектра экзотического 

атома от константы тонкой структуры. В 

низшем приближении учитывается только 

однофотонное взаимодействие. Тогда  
 

++ += )(K)(KV cT
.                  (36) 

 

Как показано в работе [6], с помощью 

разложения по степеням величины 2

i

2 mp  

из квазипотенциала (62) можно выделить 

ядро Брейта: 
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Суммирование этих величин дает тон-

кую структуру уровней энергии [7] водоро-

доподобного атома с точностью до четверто-

го порядка по α : 
 

.
44

3

21

1

22

21

3

4

2

2

21 










+
+−

+
×

×−−+≈

)mn(m

µ

nj

n

µ(Zα)

n

µ(Zα)
mmE jn

       

(38) 

 

Симметрия по массам позволяет конста-

тировать, что квазипотенциальный подход 

воспроизводит тонкую структуру уровней 

энергии экзотических атомов, следующую из 

точного решения уравнения Дирака с куло-

новским потенциалом. 

Выражение для тонкого сдвига от куло-

новской части однофотонного взаимодейст-

вия имеет вид 
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Для выделения основного вклада можно 

использовать разложение радикалов 
ipε  и 

нормировочных множителей 
pmi

N  по степе-
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что приводит к результату 
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Логарифмический вклад оказывается сле-

дующим: 
 

.ln
4

5

ln

1

3

1

2

3

2

1

21

56

46

−α







+

µ
=

=ϕϕ=αα∆

m

m

m

m

mm

α

V)(E c

)(

cc

fs

c

      

(42) 

 

Отметим симметрию полученного ре-

зультата относительно замены 21 mm ↔ , 

характерную для экзотических атомов.  

Обратимся теперь к обмену одним по-

перечным фотоном:  
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Логарифмический вклад порядка 
16 ln −αα  определяет последний член в фи-

гурных скобках при 1== qp NN  и он ока-

зывается следующим:  
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Однако для получения полного лога-

рифмического вклада необходимо учесть от-

личие нормировочных факторов от единицы:  
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Дополнительный логарифмический вклад от 

учета нормировочных множителей оказыва-

ется весьма существенным: 
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mm
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увеличивая в два раза предыдущий резуль-

тат, так что суммарный логарифмический 

вклад составляет 
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Таким образом, при прецизионных ис-

следованиях сверхтонких расщеплений и 

тонких сдвигов уровней энергии общность 

подхода к различным экзотических атомам 

сохраняется. 

Отметим, что исследование логарифми-

ческих вкладов порядка 16
ln

−αα  было про-

ведено в работах других авторов [8, 9]. При 

этом в работе [8] суммарный вклад 16
ln

−αα  

от взаимодействия в прямом канале позитро-

ния отсутствовал. В то же время для системы 

частиц с разными массами подобный вклад 

был обнаружен. С точки зрения сходства эк-

зотических атомов указанные результаты 

противоречили друг другу. Это противоре-

чие было устранено в совместной работе тех 

же авторов [10]. Метод квазипотенциала на-

глядно показывает, что часть логарифмиче-

ского вклада 
TE∆  при 1≠qp NN  в работе [9] 

не была учтена. Для полного учета суммар-

ного вклада 16
ln

−αα  нужно разработать кор-

ректную теорию возмущений и учесть вкла-

ды высших порядков теории возмущений. 
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