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воспроизведены ранее описанные другими 

авторами особенности формирования резо-

нанса КПН. При росте частоты модуляции 

продемонстрированы нестационарные эф-

фекты, связанные с запаздыванием отклика 

среды на изменение мгновенной частоты мо-

дулированного поля. В дальнейшем плани-

руется исследование резонансов КПН в слу-

чае пространственно-временной модели [5], 

реализующей распространение модулиро-

ванных лазерных сигналов в среде с насы-

щением поглощения и дисперсии. 

Отличием от предыдущих исследований 

является частотная модуляция одного из по-

лей в реальном времени. При медленной мо-

дуляции воспроизведены эффекты формиро-

вания резонанса КПН. При росте частоты 

модуляции продемонстрированы нестацио-

нарные эффекты, связанные с запаздыванием 

отклика среды на изменение мгновенной 

частоты модулированного поля. В дальней-

шем планируется исследование резонансов 

КПН в случае пространственно-временной 

модели [5], реализующей распространение 

модулированных лазерных сигналов в среде 

с насыщением поглощения и дисперсии. 
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На основе пространственно-временной численной модели была 
исследована динамика поведения протяженного лазерного пуч-
ка, модулированного по частоте, в условиях резонансного само-
воздействия, возникающего при достаточно высокой интенсив-
ности излучения в случае, когда частота распространяющегося 
пучка близка к частоте атомного перехода. На основе анализа 
временных зависимостей интенсивности и размера пятна на 
выходе из среды, а также фазовых портретов и спектров мощно-
сти для данной системы были найдены различные динамические 
режимы. 
Ключевые слова: резонансное самовоздействие, распростра-
нение лазерного пучка, удвоение периода, частотная модуляция, 
отклик среды, разность заселенностей. 
 
Spatio-Temporal   Dynamics   of   Modulated   cw   Laser   Beam   
in   Spatial-Extended   Nonlinear   Medium 
 
I. L. Plastun, A. G. Misurin 
 
On the basis of spatio-temporal numerical model the dynamics of 
frequency-modulated cw laser beam propagating in resonance 
conditions is investigated. At modulation periods comparable with the 

atomic relaxation times the time and frequency dependence of the 
output intensity exhibits the manifestations of delayed medium 
response and resonance self-action. Time dependence of output 
intensity and spot size are measurement parameters. On the basis of 
phase portraits and power spectrum analysis we found a different 
dynamical regimes. 
Key words: resonance self-action, laser beam propagation, non-
stationary, frequency modulation, medium response, population 
difference, period doubling. 

 
Распространение интенсивного лазерно-

го излучения в нелинейно-оптических средах 

с насыщением поглощения и дисперсии в 

условиях, когда частота распространяющего-

ся излучения близка к частоте атомного пе-

рехода, как известно (см., например, [1−3]), 

приводит к возникновению неоднородного 

распределения по поперечному сечению по-

казателя преломления и коэффициента по-
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глощения среды (так называемых эффектов 

наведённых линзы и диафрагмы). Вследствие 

такого поведения среды могут возникнуть эф-

фекты резонансного самовоздействия, прояв-

ляющегося в виде резонансной самофокуси-

ровки [2, 3], самоканалирования [4] или само-

диафрагмирования распространяющегося пуч-

ка. Подобные эффекты могут быть весьма 

полезными при передаче лазерных сигналов 

в оптических системах связи или при опти-

ческом зондировании атмосферы, предохра-

няя сигнал, распространяющийся на большие 

расстояния, от дифракционного расплывания 

и способствуя увеличению длины его прохо-

ждения. Многие исследования, посвященные 

анализу резонансного самовоздействия в про-

тяженных лазерных пучках (см., например, 

[2−4]), касаются только пространственного 

поведения пучка, не учитывая его эволюцию 

во времени и динамические свойства. Данная 

работа представляет собой полный простран-

ственно-временной анализ поведения рас-

пространяющегося лазерного пучка, модули-

рованного по частоте, в условиях резонанс-

ного самовоздействия. 

Используемая численная модель являет-

ся достаточно традиционной для подобных 

задач, решаемых в рамках скалярной пара-

ксиальной оптики, и основывается на реше-

нии системы уравнений Максвелла – Блоха, 

которую составляют два уравнения Блоха [1] 

для поляризации среды и разности заселен-

ностей уровней, выводящихся из уравнений 

для матрицы плотности и описывающих от-

клик среды, и параболическое волновое 

уравнение [1], которое описывает простран-

ственно-временную эволюцию распростра-

няющегося лазерного пучка. Подобные про-

странственно-временные численные модели 

достаточно удовлетворительно описывают 

проявления самофокусировки при распро-

странении коротких импульсов (см., напри-

мер, [5]), однако для описания эволюции 

протяжённого лазерного пучка подобный 

подход был использован впервые. 

Таким образом, решаемая система урав-

нений имеет вид 
 

 

gPE
rrrt

E

cz

E
i =








∂
∂

+
∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂ 11

2
2

2

,       (1)
 

 

 

( )[ ]**1 PEPEiD
t

D
−+−γ−=

∂
∂

,          (2)
 

 
 

( ) ED
i

Pi
t

P
Γ−∆+Γ−=

∂
∂

2
 
,            (3)

 

 

где g – коэффициент поглощения, γ, Γ − ско-

рости релаксации заселенности и поляриза-

ции соответственно, D(z, ρ, φ, t) − разность 

заселённостей, нормированная на её величи-

ну в отсутствие насыщения, E(z, ρ, φ, t), P(z, 

ρ, φ, t) − медленно меняющиеся амплитуды 

электрического поля и поляризации соответ-

ственно, ∆ − отстройка несущей частоты от 

частоты атомного перехода. При решении 

уравнений (1)–(3) использовалось традици-

онное для исследований самовоздействия 

лазерного излучения приближение медленно 

меняющихся амплитуд (см., например, [6]). 

Это связано с тем, что в исходном состоянии 

среда является слабо нелинейной и слабо по-

глощающей, и амплитуды волн будут изме-

няться на малую величину при прохождении 

волной расстояния порядка длины волны, т.е. 

амплитуды волн будут медленно изменяю-

щимися функциями эволюционной коорди-

наты z и времени t. Медленность амплитуд 

означает, что исследуется поведение оги-

бающей модулированного лазерного сигнала, 

а не колебания вектора напряженности элек-

трического поля.  

Поскольку рассматривается случай, ко-

гда несущая частота ω0 равна частоте атом-

ного перехода, то ∆ = 0 в (3). Единица ам-

плитуды поля соответствует уровню насы-

щения D = 0.5. Продольная координата z из-

меряется в единицах дифракционной длины 

Ld , представляющей собой характерное рас-

стояние, на котором свободный пучок с дан-

ным радиусом и частотой удваивает своё се-

чение из-за дифракции. Поперечная коорди-

ната r нормирована на начальный радиус 

пучка a, который во всех рассматриваемых 

случаях был взят равным 1. 

Уравнения (1)−(3) решались при на-

чальных условиях:  
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Для решения уравнений (1)−(3) нами 

была использована неявная разностная схема 

второго порядка, основанная на разложении 

поля по поперечной координате по модам 

Гаусса−Лагерра, подробно описанная в [7]. 

Были рассмотрены пучки, симметричные 

относительно оси распространения с началь-

ным гауссовым профилем. Частота пучка на 

входе в среду гармонически модулирована 

по времени, ω = ω0 + ω1sinΩt, где ω0 − несу-

щая лазерная частота, ω1 − амплитуда моду-

ляции частоты, Ω − частота модуляции. В 

этом случае комплексная амплитуда входно-

го поля представляется в виде 
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В случае точного резонанса (∆ = 0) час-

тота модулированного поля осциллирует 

симметрично по отношению к несущей. 

Время и частота нормированы на времена 

релаксации заселенностей γ и поляризации Γ. 

Для упрощения были взяты γ = Γ = 1.  

Исследуемыми физическими парамет-

рами, представленными на рис. 1, являются 

интенсивность пучка на выходе из среды I(z, 

r, t, ω), выражающаяся как квадрат модуля 

комплексной амплитуды поля Е: I(z, ρ, φ, t, 

ω) = |E(z, ρ, φ, t, ω)|
2
, и размер пятна w(t), оп-

ределяемый как второй момент поперечного 

распределения нормированной интенсивности: 
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В соответствии с правилами исследования 

нелинейно-динамических систем для анализа 

нестационарного поведения лазерного сигна-

ла были проанализированы фазовые диа-

граммы  на  плоскости  «поляризация  среды  

P − разность заселенностей D», иллюстри-

рующие динамику отклика среды на воздей-

ствующее излучение, а также спектры мощ-

ности, рассчитанные по реализации интен-

сивности на оси пучка на выходе из среды. 

Рассматривался режим слабой, низко-

частотной модуляции (Ω = 0.25), когда спон-

танные эффекты отклика среды пренебрежи-

мо малы, при этом амплитуда частотной мо-

дуляции ω1 была взята равной 1.   

Интенсивность I(t) Размер пятна w(t) 

  

а 

  

б 

  

в 

  

г 

Рис. 1. Зависимость от времени выходной интенсивности 

I(t) (слева) и размера пятна w(t) (справа) при E0 = 0.1 (а);  

E0 = 5 (б);  E0 = 10 (в);  E0 = 100 (г)  в  среде  без усиления  

(g = 1) 

 
 

Были исследованы режимы слабого на-

сыщения, вызываемого полем невысокой ин-

тенсивности (E0 = 0.1) (рис. 1, а), когда эф-

фекты резонансного самовоздействия пучка 

не возникают; среднего насыщения (Е0 = 5) 

(рис. 1, б), когда начинается проявление эф-

фектов резонансного самовоздействия силь-

ного насыщения (Е0 = 10, Е0 = 20) (рис. 1, в, г), 

когда эффекты резонансного самовоздейст-
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вия весьма значительны; сверхсильного на-

сыщения (Е0 = 100) (рис. 1, д), когда происхо-

дит выравнивание заселенностей уровней и 

эффекты резонансного самовоздействия уже 

отсутствуют. 

Распространяясь в резонансной погло-

щающей среде, пучок постепенно приобрета-

ет модуляцию интенсивности, которая вызы-

вается разницей поглощения на различных 

частотах. Этот эффект возникает даже при 

низких интенсивностях и низких частотах 

модуляции и исчезает при сверхсильном на-

сыщении, что легко объясняется выравнива-

нием заселенностей уровней и, как следст-

вие, – равенством поглощения на разных 

частотах. Это, в свою очередь, приводит к 

исчезновению эффектов наведенной рефрак-

ции и режиму самоканалирования в среде 

(см. рис. 1, д), когда поведение пучка напо-

минает случай слабого поля (см. рис. 1, а). 

В линейном режиме (см. рис. 1, a, E0 = 0.1) 

модуляция выходной интенсивности близка 

к гармонической, её частота равна удвоенной 

частоте модуляции. Это следует из того фак-

та, что симметричные сдвиги лазерной часто-

ты в обе стороны от резонанса вызывают оди-

наковые изменения линейного поглощения. 

Размер пятна в этом случае не зависит 

от частотной модуляции, так как отсутствует 

наведенная линза. На фазовом портрете по-

ляризации  среды  P  и  разности  заселеннос-

тей D, а также на спектре мощности интен-

сивности выходного сигнала (см. рис. 2, а) 

можно наблюдать режим периодических ко-

лебаний с частотой модуляции 1/T. 

В режиме насыщения (см. рис. 1, б, E0 = 5) 

полупериоды модуляции становятся нерав-

ными, так как наведенная линза является по-

ложительной при частоте выше атомного 

перехода и отрицательной при частоте ниже 

перехода. Таким образом, увеличение интен-

сивности из-за слабого поглощения на часто-

те ниже резонанса сглаживается дефокуси-

ровкой. Прослеживается явная зависимость 

изменений интенсивности и поведения раз-

мера пятна – возникает периодическая пуль-

сация пучка, вызванная фокусировкой и де-

фокусировкой на различных частотах.  

При этом возникает субгармоника, хо-

рошо заметная и на фазовом портрете, и на 

спектре мощности (рис. 2, б), что свидетельст- 

 

Фазовые проекции  Спектры мощности 

  

а 

  
б 

  
в 

  
г 

Рис. 2. Проекции фазового пространства системы на плос-

кость «поляризация среды P − разность заселенностей D» 

(слева) и спектры мощности, рассчитанные по реализации 

интенсивности на оси пучка на выходе из среды (справа) 

при E0 = 0.1 (а); E0 = 3 (б); E0 = 5 (в); E0 = 10 (г) в среде без 

усиления (g = 1) 
 

вует о постепенно возрастающем влиянии 

эффектов резонансного самовоздействия, вы-

зывающих понижение частоты наведенной 

амплитудной  модуляции  и  удвоение  пери-

ода 2T. 

В фокусирующей области пики интен-

сивности становятся больше. Размер пятна 

демонстрирует пульсации, вызванные резо-
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нансной фокусировкой и дефокусировкой, 

причем в центре каждой фокусирующей об-

ласти заметно увеличение после спада (см. 

рис. 1, б).  

С увеличением интенсивности поля 

происходит подавление первой гармоники и 

рост амплитуды субгармоники, что объясня-

ется постепенным уменьшением разности 

заселенностей D и нарастающим влиянием 

эффекта дефокусировки на частотах ниже 

резонансной. Колебания на основной частоте 

постепенно сглаживаются и при Е0 = 20 час-

тота колебаний уменьшается вдвое, при этом 

на спектре мощности наблюдается только 

субгармоника 2T (рис. 2, д). 

Дальнейшее увеличение интенсивности 

приложенного поля приводит к выравнива-

нию заселенностей уровней и просветлению 

среды, когда поглощение столь незначитель-

но, что становится практически одинаковым 

при любой частоте. Как следствие этого эф-

фекта,  мы  наблюдаем  отсутствие  наведен-

ной амплитудной  модуляции  интенсивности   

(см. рис. 1, д) и режим колебаний периода T. 

С точки зрения нелинейной динамики 

данная система является диссипативной, да-

же в случае полей высоких интенсивностей и 

резонансного самовоздействия. Поэтому, 

рассматривая возможности перехода к хао-

тическим режимам, необходимо отметить, 

что при подобных условиях может реализо-

ваться только режим удвоения периода 2Т и 

появление субгармоники. 

Для уменьшения степени диссипации 

рассматриваемой системы необходимы до-

полнительные условия подкачки энергии. В 

качестве такого источника может быть ис-

пользован либо другой лазерный пучок (пу-

чок накачки), либо среда, обладающая свой-

ствами усиления распространяющегося из-

лучения за счет электрического разряда, хи-

мических реакций, бомбардировки электрон-

ным пучком или иным способом. 

Рассмотрим распространение лазерного 

пучка в среде, где коэффициент поглощения 

g = −2, что соответствует усилению интен-

сивности пучка в два раза на одной дифрак-

ционной длине. Наличие усиливающей сре-

ды играет роль дестабилизирующего факто-

ра, вследствие чего увеличивается продол-

жительность переходного процесса пример-

но вдвое по сравнению с распространением 

пучка в обычной поглощающей среде.  

Динамика поведения лазерного пучка 

меняется на прямо противоположную: наи-

большая интенсивность пучка после прохож-

дения расстояния в шесть дифракционных 

длин достигается при распространении сла-

бых полей (Е0 = 0.1), поскольку именно в 

этом случае отсутствует эффект насыщения 

усиления. Так же как и в случае поглощаю-

щей среды, модуляция выходной интенсив-

ности близка к гармонической (рис. 3, а), при 

этом интенсивность поля возрастает почти в 

семь раз. Такая высокая интенсивность, есте-

ственно, приводит к резкой самофокусировке 

пучка, хорошо заметной на временной зави-

симости размера пятна (см. рис. 3, а). При 

уходе от резонанса и уменьшении интенсив-

ности поля самофокусировка  сменяется диф-  

 
Интенсивность I(t) Размер пятна w(t) 

  
а 

  
б 

  
в 

Рис. 3. Зависимость от времени выходной интенсивности 

I(t)  (слева)  и  размера  пятна w(t) (справа) при E0 = 0.1 (а); 

E0 = 5 (б); E0 = 10 (в) в условиях усиливающей среды (g = −2) 
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ракцией, причем хорошо заметны эффекты, 

связанные с различным знаком наведенной 

линзы, наблюдавшиеся нами и в режиме на-

сыщенного поглощения в среде без усиления 

(см. рис. 1, б). Дальнейшее увеличение интен-

сивности поля приводит к насыщению уси-

ления и ослаблению интенсивности выход-

ного пучка (см. рис. 3, б, в). Необходимо отме-

тить, что в этом случае, так же как и для по-

глощающей среды, возникает периодическая 

пульсация пучка, вызванная фокусировкой и 

дефокусировкой на различных частотах. 

Данный эффект находит своё отражение в 

возникновении субгармоники, заметной на 

фазовом портрете и в спектре мощности 

(рис. 4, б, в).  

 
Фазовые проекции Спектры мощности 

  
а 

 
 

б 

 
 

в 

Рис. 4. Проекции фазового пространства системы на плос-

кость «поляризация среды P − разность заселенностей D» 

(слева) и спектры мощности, рассчитанные по реализации 

интенсивности на оси пучка на выходе из среды (справа) 

при  E0 = 0.1 (а);  E0 = 5 (б);  E0 = 10 (в)  в  условиях усилии- 

вающей среды (g = −2) 

Подобное поведение динамических ха-

рактеристик системы говорит о том, что с 

точки зрения динамики заселённостей и по-

ляризации среды и усиливающая, и погло-

щающая системы ведут себя идентично. 

Таким образом, проанализировав про-

странственно-временную динамику протя-

женного лазерного пучка в условиях резо-

нансного самовоздействия, можно сделать 

вывод, что насыщение поглощения (усиле-

ния), играющее роль дестабилизирующего 

фактора в случае обычной нелинейно-

оптической среды, в случае усиливающих 

сред приводит к уменьшению степени неста-

ционарности системы. Кроме того, необхо-

димо отметить, что даже несмотря на такой 

сильный дестабилизирующий фактор, как 

усиливающая среда, в системе всё равно со-

храняется свойство периодичности колеба-

ний, что свидетельствует о её высокой сте-

пени устойчивости.  
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