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Заключение 

Предложена схема учета ангармониче-

ского смещения частот, основанная на ис-

пользовании результатов модельных неэм-

пирических квантовых расчетов параметров 

адиабатического потенциала. Схема позволя-

ет оценить влияние слагаемых ангармониче-

ских констант на величину сдвига колеба-

тельных полос в спектрах ИК и КР. Хорошее 

согласие расчетных и экспериментальных 

данных по структуре и спектрам в мономе-

рах и димерах карбоновых кислот дает осно-

вание утверждать, что рассмотренная мате-

матическая модель молекулярных колебаний 

и описанная методика оценки ангармониче-

ского сдвига полос в спектрах ИК и КР могут 

быть использованы в предсказательных рас-

четах колебательных состояний димеров с 

водородной связью. 
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Данная статья является продолжением работы автора [1]. В ней 
подробно рассматривается вопрос выбора метрики, а также 
другие возможные метрики, как, например, обобщение метрики 
Шварцшильда за счет учета излучения массивным телом элек-
тромагнитного излучения. Рассмотрена проблема понижения 
симметрии изначально сферически-симметричной задачи до 

аксиальной на уровне решения уравнений Эйнштейна−Макс-
велла (или Максвелла) за счет фиксации направления оси z 
системы координат и восстановления этой симметрии нулевыми 
модами. Рассмотрены локализованные решения уравнений 
Эйнштейна−Максвелла – геоны. 
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Explicit Solutions of the Maxwell−Einstein Equations. II 
 
Yu. N. Zayko 
 

This article is a continuation of the previous author's article on the 

same problem [1], Here choice of metrics discusses in detail, so as 
another possible metrics, like generalization of the Schwarzschild 

metric of massive body due to radiation of electromagnetic wave. A 
problem of lowering the initially spherical symmetry to axial one in 

solution’s level for Einstein−Maxwell (or Maxwell) equations due to 

fixation of z-axis of coordinate system and its recovery with the help 
of zero-modes is discussed. Localized solutions of the 

Einstein−Maxwell equations (geons) are discussed, too.  

Key words: metric, zero mode, geon, radiation. 

 
Введение  

Настоящая статья является продолжени-

ем работы автора [1], посвященной рассмот-

рению особенностей распространения сфе-

рических электромагнитных волн (ЭМВ) во 

Вселенной с учетом влияния их собственного 

гравитационного поля с помощью уравнений 

Максвелла− Эйнштейна. Основное внимание 

в ней уделяется не обсуждению полученных 

в [1] результатов, а разбору некоторых тон-

ких вопросов, касающихся методов решения 

задачи и др. В основном это следующие во-

просы: 

- использованная метрика и другие воз-

можные метрики; 

- локализованные сгустки электромаг-

нитной и гравитационной энергии − геоны 

[2] и др.  

Также обсуждается вопрос угловой за-

висимости ЭМВ в случае сферической сим-

метрии. 

 
1. Использованная метрика 

Напомним постановку задачи [1]. В ка-

честве исходных уравнений в [1] выбраны 

уравнения тяготения Эйнштейна и уравнения 

электромагнитного поля в вакууме (уравне-

ния Максвелла без источников), связанные 

друг с другом [3]: 
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Здесь R – след тензора Риччи R
i
k: R = R

i
i , gik − 

метрический тензор; Tik и F
ik
– тензор энер-

гии-импульса и электромагнитный тензор; 

Г
i
kl – символы Кристоффеля; с − скорость 

света в вакууме, K – постоянная тяготения; 

индексы i, k, l пробегают значения 0, 1, 2, 3; 

по повторяющимся индексам предполагается 

суммирование; запятая означает обычную, 

т.е. нековариантную производную [3]. Ис-

следовались решения (1), соответствующие 

наличию на бесконечности сферической ЭМВ. 

Для этого, следуя [3], зададим вид интервала 
 

,)sin( 2222

2222
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где ν = ν (t, r, θ), λ = λ (t, r, θ); x
0
 = ct, t – время; 

x
1
 = r, x

2
 = θ, x

3
 = φ – сферические координа-

ты. Вид метрики продиктован тем, что ком-

поненты поля ЭМВ (Е- и М-типа) зависят от 

полярного угла θ
1
.  

Для разделения переменных в [1] исполь-

зовано  дополнительное  условие:  λ = α(r, t) + 

+ β(θ), ν = −α(r, t) + β(θ). После разделения 

переменных система (1) решалась обычным 

образом, т.е. тензор энергии-импульса Tik вы-

ражался через тензор Риччи и в конечном 

счете через метрический тензор, а с другой 

стороны, − через компоненты тензора элек-

тромагнитного поля Fik. Строгое следование 

этой традиционной процедуре с метрикой (2) 

приводит к противоречию – левая и правая 

части полученных уравнений обладают раз-

ной зависимостью от угла θ. Это противоре-

чие частично снимается после усреднения Tik 

по интервалу времени, значительно превы-

шающему период волны. Далее ход рассуж-

дений в [1] напоминал процедуру, с помо-

щью которой устраняются противоречия в 

квантовой электродинамике, связанные с по-

явлением бессмысленных расходящихся вы-

ражений. Выражения для компонент тензора 

энергии-импульса бессмысленны по причи-

не, указанной выше. Однако их разности 

приводят к выражениям, свободным от ука-

занного недостатка. 

После выполнения описанных операций 

с тензором Tik в уравнениях (1) и их решения 

было получено окончательное выражение 

для коэффициентов (2): 

                                                 
1
 Система координат, как и в [1], выбрана так, что 

проекция полного момента ЭМВ на ось z равна нулю. 

Этим исключается зависимость решения от угла φ. 
 



  

Ôèçèêà                                                                                                                                                                                          27 

Þ. Í. Çàéêî.  Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà – Ýéíøòåéíà. II 

 

.0,
)1(

,exp =β
ω
+

=






=α cll
r

r

r
e c

c          (3) 

 

Здесь l – целое неотрицательное число, опре-

деляющее орбитальный угловой момент 

ЭМВ, ω – частота волны на бесконечности.  
 

2. Нулевые моды 

Использованные в работе [1] решения 

уравнений Максвелла обладают одной осо-

бенностью
2
 – они не учитывают бесконечно-

кратного вырождения, связанного с произво-

лом выбора оси z, на которую проецируется 

полный момент сферической волны. Фикса-

ция оси z влечет понижение симметрии ис-

ходной задачи на уровне решения. Как пока-

зано в квантовой теории поля
3
 [4], при по-

пытке выполнить квазиклассическое кванто-

вание вблизи таких решений возникают так 

называемые нулевые моды, описывающие 

переходы между вырожденными состояния-

ми. Нулевые моды возникают всегда, когда 

квантуется зависящее от координаты стати-

ческое решение теории, имеющей группу 

симметрии, например обладающей трансля-

ционной инвариантностью [4, c.154]. 

Нулевая мода в нашей задаче связана с 

вырождением по направлению оси z – все 

решения, отличающиеся лишь ее направле-

нием, допустимы  и  имеют одинаковую энер-

гию. Чтобы избавиться от нее, надо явно 

учесть возможность перехода между этими 

состояниями.  Проще всего это сделать в рам- 

ках квантовомеханического рассмотрения. За-

дача облегчается тем, что угловая зависи-

мость волновой функции фотона такая же 

как и классической ЭМВ. Вычислим вероят-

ность перехода из состояния с орбитальным 

моментом l, угловая зависимость которого 

описывается Pl(cos(θ)) в системе координат с 

осью z, в состояние с таким же моментом, но 

в системе координат, ось z’ которой состав-

ляет с осью z некоторый угол ∆θ. В этой сис-

теме угловая зависимость волновой функции 

будет описываться Pl (cos(θ+∆θ)). Предста-

вим Pl (cos(θ+∆θ)) в  виде  разложения  по  

полиномам  Лежандра  Pl 
k

 (cos(θ)): 
 

∑
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Амплитуду вероятности перехода Ik (∆θ) 

можно найти с помощью известной теоремы 

сложения для сферических функций [6]: 
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Используя условие ортогональности для 

присоединенных полиномов Лежандра [6], 

получим: 
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( )

,))(cos(
!

!
2

))(cos()( 0

θ∆
+
−

+

+δ⋅θ∆=θ∆

k

l

kkk

P
kl

kl

PI
               (6) 

где δkl − символ Кронекера. Интересующие 

нас вероятности вычисляются по формуле 
 

                    
  а      б       в        г  

Зависимость вероятности wl (∆θ) присутствия Pl (cos(θ+∆θ)) в Pl (cos(θ)) с учетом нормировки.  По  оси  ординат  

отложены:  точки  –  (Pl (cos(θ))
2
,  сплошная  кривая  –  wl (∆θ);  по оси абсцисс отложены углы θ и ∆θ  от 0 до π;   

a − l = 1 (кривые слились),  б − l = 2,  в − l = 3,  г − l = 4 

________________________
 

2
 Как и все встречающиеся в литературе (см., например, [5]). Поэтому, например, распределение полей в сфериче-

ском резонаторе имеет аксиальную симметрию. 
3
 В классической электродинамике (и механике) при построении последовательной теории возмущений сталкивают-

ся с тем же явлением. 
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Знаменатель в (7) связан с тем, что присое-

диненные полиномы Лежандра – ортого-

нальная, но  неортонормированная  система.  

Величина wl
 
представляет «долю» функции 

Pl (cos(θ+∆θ)) в исходной функции Pl (cos(θ)). 

На рисунке представлены результаты расчета    

вероятности wl (∆θ) для различных гармоник.23 

Полученные результаты говорят о том, 

что область углов ∆θс, в которой присутствие 

«смещенной» гармоники Pl (cos(θ+∆θ)) в «ос-

новной» Pl (cos(θ)) значительно, сравнима по 

величине с масштабом угловой зависимости θc 

основной гармоники, определяемой, как из-

вестно, величиной порядка 1 / l. Этот эффект 

можно приписать действию нулевой моды, 

поскольку обе упомянутые гармоники обла-

дают одинаковой энергией. Разумеется, он 

исчезает, когда направление оси z фиксиро-

вано физически, например задается внешним 

полем
4
.  

 
3. Другие метрики 

Приведенная выше метрика получена в 

основном с использованием уравнений Мак-

свелла. Роль уравнений Эйнштейна свелась к 

тому, что R0
0 

= R1
1
, причем сами значения 

тензора Риччи не важны. Это соответствует 

поставленной задаче – найти метрику про-

странства-времени, искривленного присутст-

вием только ЭМВ, но не каких-либо массив-

ных тел. Поэтому результат не зависит от 

амплитуды волны. Зависимость от амплиту-

ды возникает в другой задаче, связанной с 

определением метрики, создаваемой массив-

ным излучающим телом, т.е., по сути дела, 

поправок к шварцшильдовской метрике. По-

кажем, что постановка задачи в [1] позволяет 

сделать это, изменив ход вычислений. 

Приравняем выражения для T0
0
, выра-

женные через элементы метрики с помощью 

                                                 
2
  

3  
4
 Полученный результат представляет и самостоя-

тельный интерес, поскольку позволяет объяснить или, 

скорее, по-новому взглянуть на результаты классической 

электродинамики. Например, можно задать вопрос: поче-

му распределение полей в сферическом резонаторе имеет 

аксиальную симметрию, как утверждается в учебниках 

(см.,  например,  [5]),  если  направление  оси  z  не  фикси-

ровано? 

уравнений Эйнштейна, опуская члены, со-

держащие зависимость от угла θ
5
, и явно че-

рез решения уравнений Максвелла для сфе-

рических ЭМВ Е-типа: 
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где  компонента  электромагнитного  тензора  

F01 = Ψ(r, t) · Φ(θ). Последнее выражение мож-

но упростить, вводя функцию f (r, t), уравне-

ние для которой имеет вид [1] 
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где знаки ± соответствуют сходящейся и рас-

ходящейся волне, Er – радиальная состав-

ляющая электрического поля ЭМВ. Пред-

ставляя f (z, t) = G(z) e
±iωt

, | z | = ωr / c, ω – час-

тота, для G(z) получим уравнение в плоско-

сти комплексного z 
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которое мы используем ниже. В результате 

мы придем к уравнению, определяющему 

метрику: 
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При этом мы опять столкнулись с отме-

ченным выше противоречием, которое уже 

не устраняется процедурой вычитания, при-

мененной в [1]. Однако, учитывая результат, 

полученный в параграфе 1, мы при усредне-

нии тензора энергии-импульса ЭМВ наряду с 

усреднением по времени вправе выполнить 

усреднение и по углу θ. В результате, учиты-

вая нормировку шаровых функций, мы при-

дем к уравнению, отличающемуся от (11) 

                                                 
5
 Эти члены выражаются через производные функ-

ции β(θ), которые, как показано в [1], равны нулю. 
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лишь отсутствием Φ
2
(θ) в правой части. Ре-

шения этого уравнения определяют искомую 

метрику, отличающуюся от полученной в [1]. 

Приведем вид уравнений, следующих из 

(11), после усреднения по θ: 
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Здесь  y = e
 –α

,  t = 1/x = rc / r,  Ω = G·(Γ)
½
, Γ = 

= 4K/c
4
rc

2
, tR = rc/R, R – радиус фотосферы. 

Граничным  условием  для  (12)  является                 

y (t = 0) = 1,  т.е.  метрика  на  бесконечности  

(x → ∞) является плоской. В (12) также ис-

пользовано решение (10) [1]: 
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соответствующее сферической волне на бес-

конечности. Уравнения (12) окончательно 

приводятся к виду 
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При отсутствии ЭМВ (13) имеет известное 

решение в виде шварцшильдовской метрики  
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где m – масса тела, создающего гравитаци-

онное поле. В уравнении (13) можно опус-

тить t  

2
 << 2/y на больших расстояниях r >> rc . 

Оценим порядок величины |Ω0|
2
, связан-

ной с плотностью потока энергии ЭМВ излу-

чаемой телом. Заметим, что на больших рас-

стояниях поле излучения звезды, рассматри-

ваемой как сферический излучатель, можно 

заменить полем элементарного электриче-

ского диполя [7]. Учитывая это, можно свя-

зать поле Er ЭМВ и светимость излучающего 

тела (звезды) L и найти выражение для |Ω0|
2
: 
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где R – радиус излучающей поверхности 

(фотосферы) звезды. Подстановка в (14) зна-

чений для L = 4 · (10
32

 ÷ 10
35

) Дж/с
6
 (в видимой 

и рентгеновской частях спектра) приводит к 

значению для | Ω0 |
2 

≈ (10
−20

 ÷ 10
−17

)/[l (l + 1)]
2
. 

Беря R = = 30Rc
7
, где Rc = 6.96·10

−8 
м – ради-

ус Солнца, получим значение tR ≈ 7.63 l (l + 1) · 

(10
−19

 ÷ 10
−22

) в зависимости от спектрального 

диапазона. 

Учитывая такой разброс по величине 

разных членов в уравнении (13), трудно рас-

считывать получить сколько-нибудь значи-

мые количественные результаты. Однако 

можно исследовать  асимптотику (1)  в пре-

деле  t << 1 (r >> rc). Разлагая подынтеграль-

ное выражение по u, можно привести урав-

нение к известному виду [9, c.306]. Приведем 

окончательное выражение для метрики: 
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Из (1) видно, что поправки к шварцшильдов-

ской метрике, описываемой первыми двумя 

слагаемыми в (15), за счет излучения мас-

сивным телом в пределах известной Вселен-

ной чрезвычайно малы. Тем не менее, полу-

ченный результат представляет принципи-

альный интерес
8
. Чтобы получить метрику 

пространства-времени в окрестности массив-

ного дипольного (в общем случае мульти-

польного) излучателя надо в (14) заменить 

светимость звезды L на интенсивность I ди-

польного (мультипольного) излучения [3]. 

 
4. Геоны 

Уравнения Эйнштейна−Максвелла пред-

сказывают возможность существования гео-

нов, описываемых как «метастабильное объ-

единение энергии электромагнитных или 

гравитационных волн, сдерживаемое воеди-

но своим собственным гравитационным при-

тяжением» [2, с.543].  

Геон – существенно нелинейный объект, 

обязанный своим происхождение нелиней-

ности уравнений Эйнштейна, или, точнее, 

                                                 
6
 Для  звезд  главной  последовательности  L = 10

6
 Lc,  

Lc = 4 · 10
26 

Дж/с  −  светимость  Солнца.  Для  сверхновых  

L  = 10
9

 Lc [8]. 
7
 Для звезд главной последовательности с L = 10

6
 Lc. 

8
 Как, например, метрика Нордстрёма−Рёсслера. 
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Эйнштейна−Максвелла. Использованная в [1] 

процедура усреднения Tik, устраняя дополни-

тельную нелинейность уравнений (1), свя-

занную с нелинейностью Tik, не влияет на 

исходную нелинейность уравнений Эйнш-

тейна. Поэтому среди решений уравнений (1) 

есть решения описываемого типа. Чтобы по-

лучить их явный вид, напомним некоторые 

результаты [1].  

Решение уравнения (1) для волны Е-типа 

в комплексной плоскости z имеет вид
9
  f (z, t) =   

= G(z) e
±iωt

, | z | = ω r / c, ω – частота;  f = r
2

 Ψ (r,  t), 

F01 = Ψ (r, t) · Φ(θ), Φ(θ) характеризует угловую 

зависимость решения. Поведение G(z) опи-

сывается уравнением (10). Точное решение 

для G с граничным условием на бесконечно-

сти G ~ e
iz
 имеет вид 
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где Ei(x) – интегральная показательная 

функция, C1 = i и C2 – постоянные.  

Для описания локализованных решений 

уравнений (1) надо в (16) выбрать константу 

C1 < 0. Тогда асимптотика полученного реше-

ния будет иметь вид 
 

r
c

Ctif
ω

=ρρ+ω− ),exp(~ 1
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Выражение для метрики, полученное с по-

мощью решения (17), совпадает с выражени-

ем (3) для метрики, полученным в [1] для 

решений волнового типа. Из выражения (17) 

следует, что заряд геона равен нулю. 

 
Заключение 

В настоящее время найдено множество 

точных решений уравнений Эйнштейна и 

число новых публикаций растет
10

. Составле-

ны каталоги таких решений [10]. Отыскать 

неизвестное решение – задача весьма про-

блематичная. Тем не менее, стоит привести 

замечание из [10], где цитируются слова 

Киннерсли [11]: «Большинство известных 

точных решений
11

 описывает ситуации от-

                                                 
9
 Уравнение (9) для f (z, t) приведено выше. 

10
 Со скоростью примерно 100 в год [10]. 

11
 Уравнений Эйнштейна. 

кровенно нефизические, и существует тен-

денция меньше всего внимания уделять са-

мым полезным решениям. Однако вина за 

такое положение частично лежит и на нас − 

тех, кто работает в этой области. Мы углуб-

ляемся в изотропные токи, макроскопиче-

ские поля нейтрино и теорию тахионов в по-

гоне за большей «общностью». Нам как буд-

то доставляет удовольствие придумывать 

уводящие в сторону и противоположные ин-

туиции понятия. А сделав это, мы оставляем 

нашу новорожденную метрику хромать на 

разъезжающейся во все стороны тетраде без 

малейшей надежды на истолкование»
12

. 

В настоящей работе принят противопо-

ложный, физический подход. Решения, не 

поддающиеся физической интерпретации, 

вряд ли стоит исследовать вообще − не по-

тому что они ошибочны, а по причине их 

бессмысленности. Так, решения типа Райни-

ча [12], скорее всего, не реализуются по при-

чинам, на которые указал Виттен [13]
13

.  

Методы, использованные в работе, так-

же отличаются по строгости от используе-

мых, например, в [10]. Однако это не повод 

для того, чтобы их отвергнуть. Аналогичные 

методы неплохо зарекомендовали себя в дру-

гих областях физики. Можно надеяться, что 

дальнейшая разработка проблем, затронутых 

в настоящей работе, приведет и к усовершен-

ствованию используемых методов.  

В работе приведены результаты, кото-

рые позволяют заполнить пробелы в области 

приложений ОТО, как, например, поправки к 

шварцшильдовской метрике за счет излуче-

ния массивного тела, а также пролить свет на 

некоторые принципиальные вопросы класси-

ческой электродинамики, как, например, на 

вопрос об угловой зависимости полей в сфе-

рически симметричных задачах. Показано, 

что процедуру усреднения тензора энергии-

импульса в уравнениях Эйнштейна−Макс-

велла можно обосновать, если серьезно отне-

стись к ограничениям, накладываемым на 

эти уравнения.  

                                                 
12

 Несмотря на то, что это сказано в 1975 г., ситуа-

ция вряд ли изменилась, поскольку она проистекает из 

свойств человеческой натуры, мало меняющейся на про-

тяжении тысячелетий. 
13

 Другой причиной нереализуемости решения Рай-

нича является то, что в уравнениях Эйнштейна гравитаци-

онное поле само себя не создает [14]. 
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Вопрос о применимости полученных ре-

зультатов в космологии, затронутый в [1], 

требует использования более реалистичных 

нестационарных моделей Вселенной и со-

ставляет предмет самостоятельного исследо-

вания. 

Автор благодарит М. В. Давидовича за об-

суждение некоторых результатов работы. 
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