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З а к л ю ч е н и е 

В работе рассмотрена квантовая немар-
ковская релаксация для двухуровневого ато-
ма во внешнем лазерном и системы из двух 
идентичных взаимодействующих атомов в 
приближении короткой памяти. 

В случае одиночного атома показано, 
что учет эффектов памяти приводит к сме-
щению максимума спектральной линии. Сме-
щение зависит от постоянной распада и де-
формирует спектр флуоресценции атома во 
внещнем поле. 

В приближении короткой памяти по-
строено немарковское обобщение оператор-
ного кинетического уравнения для двух 
идентичных диполь-дипольно взаимодейст-
вующих атомов. На основе решения полу-
ченного уравнения аналитически построен 
контур линии излучения. Показано, что не-
марковость приводит к его заметным дефор-
мациям. Данный факт может наблюдаться в 
прецизионных экспериментах с атомами в 
ловушках. 

Заметим, что полученное немарковское 
квантовое кинетическое уравнение сохраняет 
все привлекательные черты соответствующе-
го марковского уравнения, а именно сохра-
няется след матрицы плотности и ее эрмито-
вость. Выведенное уравнение имеет доста-
точно простую структуру по сравнению с 
традиционными немарковскими уравнени-
ями, что позволило найти его аналитические 
решения и рассчитать двухвременные атом-
ные корреляторы в случае одного и двух 
двухуровневых атомов. 
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Получено точное решение непертурбативных кинетических урав-
нений, описывающих вакуумное рождение фермионных и бозон-
ных пар в линейно-поляризованном мгновенно включаемом 
электрическом поле. Показано, что найденные распределения не 
нормированы, в отличие от случая произвольно 3aBHCflt4MX от 
времени внешних полей. Найдены соответствующие перенорми-
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рованные функ1^ии распределения. Полученные результаты мо-
гут быть использованы для вычисления верхних ot^enoK наблю-
даемых величин порожденной из вакуума плазмы под действием 
более реалистических коротких импульсов электрического поля. 
Ключевые слова: вакуумное рождение, электрон-позитронная 
плазма, кинетическое уравнение, эффект Швингера. 

mailto:smol@sgu.ru


Известия Саратовского университета. 2010. Т. 10. Сер. Фпзпна, вып. 1 

Exactly Solvable Model of Instantaneously Switched-On Field 
In the Kinetics of Vacuum Particle Creation 

D.B. Blaschke, V.V. Dmltrlev, P.I. Smolyansky, 
S.A. Smolyansky, A.V. Chertllin 

Exact solutions of the nonperturbative kinetic equations for the de-
scription of fermion and boson pair creation in the vacuum are ob-
tained for the case of a linearly polarized instantaneously switched-on 
electric field. The corresponding momentum distributions are non-
integrable, The renormalized distribution functions are also found. 
The obtained results can be used as estimates for upper limits of 
different vacuum pair creation effects in the more realistic case of 
short electric field pulses. 
Key vi/ords: vacuum creation, electron-positron plasma, kinetic equa-
tion, Schwlnger effect. 

Введение 

В настоящей работе мы рассматриваем 
точно решаемую модель вакуумного рожде-
ния электрон-позитронных или бозон-анти-
бозонных пар в переменном пространствен-
но-однородном электрическом поле линей-
ной поляризации ^4(/)(0,0, A { t ) ) , которое 

включается мгновенно, 

A { t ) = [ E J v ] e [ v { t - t , ) \ ( 1 ) 

где V - масштабный фактор, обсуждаемый 
ниже, й в - функция Хевисайда, доопреде-
ленная таким образом, что ^ 0 ) = 1 (см., на-
пример, [1]). Напряженность электрического 
по-ля будет иметь тогда <5-образный характер, 

E{t)=-A{t)=E,S[v{t-t,)_ (2) 

что и обеспечивает возможность точного 
решения соответствующего кинетического 
уравнения (КУ) [2]. Подобная модель вклю-
чения поля была рассмотрена в ранней кос-
мологии [3] в связи с проблемой вакуумного 
рождения массивных векторных бозонов в 
рамках так называемого инерциального ме-
ханизма [4] вакуумной генерации частиц в 
модели с мгновенным включением массы 
покоя. 

Вне проблематики, связанной с вакуум-
ным рождением частиц, модель (2) неодно-
кратно использовалась ранее при описании 
взаимодействия систем, состоящих из заря-
женных частиц (плазмы, атомов), с электро-
магнитным полем (см., например, [5] и име-
ющиеся там ссылки). 

Особенностью подобных моделей в тео-
рии вакуумного рождения частиц является 
отсутствие промежуточной стадии эволю-
ции, когда действует внешнее поле и ваку-
умные возбуждения имеют квазичастичный 
характер; здесь в результате мгновенного 
действия поля (2) сразу генерируются наблю-
даемые частицы [6]. Другими словами, in-
вакуумное состояние мгновенно переходит в 
out-состояние. 

Неожиданным результатом является от-
сутствие в рассматриваемой модели порого-
вого критического поля, характерного для 
точных решений КЭД в случае постоянных 
полей (см., например, [7]). По-видимому, это 
связано с тем, что вакуумное возбуждение 
частиц здесь обусловлено многофотонными 
процессами в импульсе (1), (2) (в отличие от 
туннельной интерпретации эффекта в случае 
постоянного электрического поля). В этом 
смысле модель вакуумного рождения в поле 
(1), (2) является альтернативой к модели 
Заутера-Гейзенберга-Эйлера-Швингера [8]. 
В промежуточном случае действуют оба ме-
ханизма. 

Ниже использована система единиц, в 
которой Й = с = 1. 

Точные решения КУ и их свойства 

В случае линейно поляризованного 
электрического поля КУ, предназначенные 
для описания вакуумного рождения бозон-
ных либо фермионных пар, были получены в 
работах [9, 10]: 

(3) 
X j d t ' x ( p , t ' \ ± 2 / (p , ? ' ) ] cos e ( p , t , t ' ) . 

' о 

Знаки (±) в статическом факторе соответст-
вуют бозонам (+) и фермионам (-) . Ампли-
туда вакуумного перехода в наблюдаемое со-
стояние для фермионов и бозонов равна со-
ответственно 

(О { p , t ) 
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Здесь е - заряд электрона со своим знаком, 

(У 

Р = р^ - eA{t) - ("шродольная» компонента 

кинематического импульса, s - «попереч-

ная» энергия. Наконец, 

t 
e{p,t,t')=2\dTco{p,T) 

I 

- высокочастотная фаза. 
Для численного решения задач с КУ (3) 

удобна эквивалентная (3) система ОДУ 

/ = ^ Я и , й = Я ( 1 ± 2 / ) - 2cov,v = 2cou. ( 8 ) 

Предполагается, что функция f { p , t ) 

имеет смысл функции распределения числа 
частиц с заданными импульсами. Тогда 
интеграл (плотность числа частиц) 

(2л-) 

должен быть сходящийся (в (9) g - фактор 
вырождения по спиновым степеням свободы: 
g = 1 для бозонов и g = 2 для фермионов). 
Полное число частиц и античастиц будет 
равно 2n(t). 

Как следует из КУ (3), функция f ( p , t ) 

при действии поля (1), (2) имеет ступенчатый 
вид (при нулевом начальном значении) 

(10) 

(11) 

f ( p , t ) = F ( p } 9 l v ( ( - t J 

f ( p ) = 
а Ч р ) 

верхний и нижний знаки соответствуют бозо-
нам и фермионам. Согласно (2), (4), (5) 

(12) 

со, со„ 

а соо- энергия частицы при включенном поле 
(т.е. при t > t ^ ) , 

Л , 

т 1 + лг ' + е 

(15) 

где S = EJE^, £ = mVe s 10" В/см - крити-

ческое поле; п^ = sjm, п, = PJm и а = f , b , 

причем = = и = Л", = Л",. 

На рисунке показаны бозонное и ферми-
онное распределения для E = Q.15E^, где кри-
тическое значение поля Е = Е ^ = т ^ / е ха-
рактерно для точных решений уравнений 
КЭД в постоянном поле. 

1 0 8 

О), 
10 8 6 

Запишем (13) в безразмерных перемен-
ных: 

Бозонное (о) и фермионное (б) распределения 
для Е==0Л5Ес 
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Был зафиксирован масштабный фактор, 
V = w: в КЭД это единственный параметр с 
необходимой размерностью. Полученные рас-
пределения воспроизводят на качественном 
уровне распределения, характерные для не-
стационарного векторного потенциала в фор-
ме Заутера (см., например, [11]). 

Нетрудно получить асимптотику рас-
пределений (11), (13) при больших импуль-
сах. Пусть > еА(0 р> т. Тогда 

р^ = pcosS ^ />5111.9, так что {9 

лярный угол) 

/7—»С0 

/J-JOC ^ 

\ 2 

Е.. 
sin ' 9 = 

по-

(16) 

\ 
cos5-2x-^cos25 cosi9 = (17) 

Здесь учтены первых два лидирующих 
члена асимптотических рядов, устраняющие 
линейную и логарифмическую расходимости 
в интеграле (9), х = mlp. Вклады в интегралы 
(9) от последних слагаемых с зануляют-
ся в результате интегрирования по углам. 

Таким образом, степень убывания на 
бесконечности обоих распределений недо-
статочна, чтобы обеспечить сходимость ин-
теграла (9). Другими словами, распределения 
F^{p,t) и F^{p,t) не интегрируемы и, следо-
вательно, не являются, строго говоря, функ-
циями распределения. 

Чтобы оценить степень уникальности 
такой ситуации, рассмотрим асимптотику 
функции f ( p , t ) при больших импульсах для 
линейно поляризованного поля с произволь-
ной зависимостью от времени потенциала 
A{t). Для этого воспользуемся методом асим-
птотических разложений [12] входящих в 
систему ОДУ (8) функций. Например, для 
функции f { p , t ) в области р —> оо имеем 

р" 
(18) 

Подставляя это и аналогичные разложения 
функций u(p,t) и v{p,t) в систему (8), по-

лучим систему зацепляющихся уравнений 
для коэффициентов разложения типа (18). В 
лидирующем приближении отсюда находим 
при нулевых начальных условиях 

л ( / ) = A l i t y i , 

где 

A l i o = eEiOs'm 9 , Я ^ ( / ) = eE(t)cos 9 ( 1 9 ) 

для фермионов и бозонов соответственно. 
Таким образом, в общем случае в КЭД сте-
пень убывания на бесконечности функции 
f { p , t ) достаточна, чтобы обеспечить сходи-
мость интеграла (9) и интегрировать f { p , t ) 

как функцию распределения (по сути, такая 
ситуация давно известна (см., например, [11])). 
С другой стороны, асимптотики (16), (17) со-
ответствуют реальным частицам, остающим-
ся после выключения поля (2), тогда как 
асимптотика (1) получена в квазичастичной 
области действия поля A ( f ) • Таким образом, 

в последнем случае предполагается, что ха-
рактер асимптотики остается неизменным 
при выключении поля A(t) . 

Резкое (не адиабатически медленное) 
включение поля связано с появлением выс-
ших гармоник поля, которые приводят к за-
вышенному результату. В частности, это оз-
начает, что рассматриваемая модель, осно-
ванная на мгновенном включении поля (1), 
(2), может претендовать на верхнюю оценку 
наблюдаемых величин по сравнению с ре-
зультатами более реалистических моделей 
внешнего поля, в частности ультракороткого 
лазерного импульса [5]. 

Соответствующие функции распределе-
ния могут быть получены из распределений 
(10), (И) , (13) путем регуляризационной 
процедуры, основанной на удалении лиди-
рующих вкладов (16), (17) в ультрафиолето-
вой области: 

Яр) = F(p) - F"(p)[l - е х р ( - / 1т')\ (20) 

Обрезающий фактор здесь введен для 
того, чтобы контрчлены F^{j>) «работали» 

только при р^ • 

Отсутствие промежуточной (квазичас-
тичной) стадии эволюции в рассматриваемой 
модели приводит к выключению квантовых 
осцилляций с высокочастотной фазой (7) и 
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понижению порядка системы ОДУ (8): она 
замещается системой / = Ли/2, й = Л ( 1 ± 2 / ) , 

т.е. V = 0. 
Асимптотики (16), (17) приводят к ли-

нейной расходимости плотности числа час-
тиц (9), которая представляет собой мини-
мальный (нулевой) момент функции распре-
деления. При вычислении других макроско-
пических величин (плотности тока, энергии, 
давления) степени расходимости соответст-
вующих интегралов увеличиваются (напри-
мер, появляется квадратичная расходимость 
в плотности тока проводимости). Остается 
открытым вопрос о физической обоснован-
ности регуляризационной процедуры в по-
добных случаях ультрафиолетовой расходи-
мости степенного типа. Заметим, что при 
мгновенном включении поля (1), (2) плот-
ность тока также, по-видимому, будет сингу-
лярна (при конечной перенормированной 
проводимости), и становится необходимым 
учет обратной реакции. 

Заключение 

Полученные в работе аналитические ре-
шения (10), (11), (13) сложных интегрально-
дифференциальных КУ типа (3) очень удоб-
ны для получения верхних оценок наблюда-
емых физических величин электрон-позит-
ронной и бозон-антибозонной плазмы, гене-
рируемой из вакуума под воздействием ко-
ротких импульсов электрического поля. До-
статочно сказать, что при компьютерных вы-
числениях возникают трудности при «боль-
ших» временах t > \ l m , которые отсутству-
ют в аналитических решениях. Это открыва-
ет новые перспективы как при оценках конк-
ретных эффектов в линейно поляризованных 
электрических полях, так и в случае полей 
произвольной поляризации [14], когда неуст-
ранимую роль начинают играть спиновые 
эффекты и число ОДУ с трех уравнений (8) 
увеличивается до 16-ти. Ситуация еще боль-
ше усложняется при кинетическом описании 
партонной плазмы в области сильно неравно-
весной эволюции на ранних стадиях форми-
рования кварк-глюонной плазмы при столк-
новении ультрарелятивистских тяжелых ио-
нов [15]. Здесь модель мгновенного включе-
ния глюонного поля также может оказаться 
полезной. 

Мы показали, что в КЭД в случае ли-
нейной поляризации поля лидирующие чле-
ны асимптотических разложений точного ре-
шения со ступенчатым включением взаимо-
действия и функции распределения, удовлет-
воряющей КУ (3), различаются и необходимо 
использовать регуляризационную процедуру 
для восстановления интегрируемости распре-
деления (10), (11). Было бы интересно срав-
нить разобранный случай с другими способа-
ми возбуждения вакуума (присутствие маг-
нитного, цветового или гравитационного по-
ля, инерциальный механизм). 

Авторы благодарны М.В. Давидовичу за 
полезные замечания. 
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В работе исследовано влияние собственного rpaBHTat̂ noHHoro 
поля сферической электромагнитной волны (ЭМВ) на ее распро-
странение в вакууме. Получено решение уравнений Максвелла 
совместно с уравнениями тяготения Эйнштейна. Вид метрики 
предполагается таким же, как в известной швapt^шильдoвcкoй 
задаче о поле тяготения в окрестности точечной массы с учетом 
дополнительной зависимости от полярного угла 9. Получены 
уравнения для радиальной и угловой части поля ЭМВ для волны 
£-типа. Исследованы их различные решения. Показано, что 
наряду с решением, описывающим поле бегущей ЭМВ на боль-
ших расстояниях, существует решение инстантонного типа, опи-
сывающее в квазиклассическом приближении процесс туннели-
рования между асимптотически вырожденными состояниями, 
соответствующими сходящейся и расходящейся сферическим 
ЭМВ. Получены точные выражения для решений обоих типов, а 
таюке точные выражения для соответствующих метрик. 
Рассмотрены решения уравнений Максвелла-Эйнштейна (Мак-
свелла) для волн, обладающих нулевым орбитальным моментом 
импульса. Показано, что в статическом случае они описывают 
поля точечных зарядов - электрического е и магнитного т . По-
казано, что симметрия уравнений Максвелла в вакууме относи-
тельно группы (7(1) дуальных преобразований.' (Е+/Н) (E+ZH)'", 
£ и Н - электрическое и магнитное поля, где о - вещественный 
параметр переносится и на обобщенный заряд е + im, который 
преобразуется так же. Спонтанное нарушение симметрии этой 
группы, при котором tga = -m/e, сопровождающееся в силу тео-
ремы Голдстоуна появлением безмассовых частиц - фотонов, 
приводит к невозможности наблюдения магнитных зарядов в 
Природе. 

Ключевые слова: метрика, инстантон, магнитный заряд, моно-
поль Дирака, дуальная группа, теорема Голдстоуна, спонтанное 
нарушение симметрии. 

An Explicit Solutions of the Maxwell-Einstein Equations 

Yu.N. Zayko 

This article concerns the effect of gravitation field of the spherical 
electro-magnetic wave (EMW) on its propagation in vacuum. For this 
it was received a solution of the coupled Maxwell-Einstein equations. 
The expression for metric is supposed to be just the same as in well-
known Schwarzschild problem for gravitation field at the vicinity of 
point mass with additional dependence on polar angle 9. The equa-

tions for radial and angular parts of EMW fields of ТЕ- and TM-types 
are received. Their various solutions are Investigated. It is shown that 
in addition with traveling wave EMW at a great distance some new 
solution of so-called instanton type exists. It describes the process of 
quantum tunneling between degenerate states corresponding to 
convergent and divergent spherical waves in quasiclassical approxi-
mation. An explicit solutions for waves of both types are received so 
as an expressions for corresponding metrics. 
The solutions of the Maxwell-Einstein (Maxwell) equations are consi-
dered for waves which have zero value of moment momentum. It was 
shown that in static case they describe fields of point charges - elec-
tric e and magnetic m. It was shown that symmetry of Maxwell equa-
tions with respect to group L/(1) of dual transformations: (£+/H)-> 

(E+iH)'", E and H are electric and magnetic fields, a - is real pa-
rameter is valid for generalized charge e + im, which is transformed in 
the same manner. Spontaneous breaking of symmetry of this group, 
which is characterized tga = -m/e, leads to arising massless 
particles - photons due to Goldstone theorem. This also leads to the 
fact that magnetic charges cannot detect in Nature. 
Key words: metrics, instanton, magnetic charge, Dirac's monopole, 
dual group, Goldstone's theorem, spontaneous breaking symmetry. 

Введение 

О геометрии пространства-времени 
можно судить по поведению световых лучей 
[1]. При этом предполагается, что вид свето-
вых волн, которым соответствуют лучи, не 
важен. В настоящей работе показано, что это 
не так, т.е. геометрия будет разной, напри-
мер, для плоских и сферических волн. При-
чина этого - в собственном гравитационном 
поле сферической электромагнитной волны 
(ЭМВ). Действительно, лучи, нормальные к 
фронту сферической волны, направлены под 
углом друг к другу и, следовательно, их 
вклад в гравитационное поле отличен от ну-
ля. Вид соответствующей метрики для сла-
бого гравитационного поля определен в [2]. 
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