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Дан обзор недавних работ по суперрасширениям нерелятивист-
ской квантовой заряженной частицы, движущейся в однородном 
магнитном поле на плоскости R2 (модель Ландау), и частицы на 
сфере S2: SU(2)/U(1) в поле монополя Дирака (модель Хэлдей-
на). Рассматриваются модели на суперсфере S 1/(2|1) /1/(1|1), 
суперфлаге Sl/(2|1)/[l/(1)xl/(1)] и их планарные пределы, исходя 
из геометрической интерпретации этих моделей и их бозонных 
прообразов как d= 1 аналогов нелинейных сигма моделей типа 
Весса-Зумино-Новикова-Виттена. При квантовании суперсим-
метричных моделей возникают состояния с отрицательной нор-
мой, и для преодоления этой трудности необходимо вводить не-
тривиальную метрику на пространстве квантовых состояний. Ха-
рактерной чертой планарных моделей является наличие у них 
скрытой динамической N=2 суперсимметрии мировой линии. 
Ключевые слова: суперсимметрия, нелинейная сигма модель, 
монополь Дирака. 

Superextensions of Landau Models 

Е.А. Ivanov 

The paper is a review of recent works on superextensions of the mo-
del of non-relativistic quantum charged particle moving in a homoge-
neous magnetic field on the plane R2 (Landau model), and a model of 
the particle in the field of Dirac monopole on the sphere S2: SU(2)11/(1) 
(Haldane model). We consider the models on the supersphere 
Sl/(2|1)/l/(1|1), superflag SU(2|1)/[l/(1)xl/(1)] and their planar limits, 
based upon a geometric interpretation of these models and their 
bosonic proptotypes as of=1 analogs of nonlinear sigma models of the 
Wess-Zumino-Novikov-Witten type. While quantizing supersymmet-
ric models, there arise states with the negative norms and, in order to 
overcome this difficulty, it proves necessary to introduce a non-trivial 
metrics on the Hilbert space of quantum states. A characteristic fea-
ture of the planar models is the presence of hidden dynamical N = 2 
worldline supersymmetry. 

Key words: supersymmetry, nonlinear sigma model, Dirac monopole. 

Введение 

Модель Ландау [1] описывает заряжен-
ную частицу, движущуюся на плоскости под 
воздействием однородного магнитного поля, 
ортогонального к этой плоскости. Сфериче-
ский вариант модели Ландау (модель Хэл-
дейна [2]) описывает заряженную частицу на 
сфере S2\SU(2)/U(\) в поле монополя Дирака, 
помещённого в центр. Эти модели и их обоб-
щения имеют много приложений. В част-
ности, они составляют теоретическую основу 
квантового эффекта Холла [3]. 

Существует несколько подходов к по-
строению суперсимметричных расширений 
моделей Ландау (см., например, [4]). В дан-
ном обзоре будут рассматриваться модели 
нерелятивистских частиц, движущихся на 
супермногообразиях, которые представляют 
собой расширение плоскости или двумерной 
сферы антикоммутирующими фермионными 
координатами. Одна из причин интереса к 
модели Ландау и её суперрасширениям со-
стоит в том, что эти системы тесно связаны с 
некоммутативной (супер)геометрией: после 
квантования в них возникает взаимно-одно-
значное соответствие между низшими уров-
нями Ландау (НУЛ) и не(анти)коммутатив-
ными («fuzzy») (супер)многообразиями. Кро-
ме того, модель Ландау и её суперрасшире-
ния можно интерпретировать как d= 1 анало-
ги двумерных сигма моделей Весса-Зумино-
Новикова-Виттена (ВЗНВ). Модели ВЗНВ 
имеют многочисленные приложения, в том 
числе и в теории струн. 

Задачи Ландау на суперсфере SU(2\\)/U(\\l) 
размерности (2|2) и суперфлаге SU(2\\)/[U(l)xU(l)] 
размерности (2|4), т.е. минимальные супер-
расширения модели Хэлдейна на S 2 , были 
рассмотрены в работах [5-7] (см. также [7]). 
Также оказалось полезным изучить планар-
ные пределы этих суперобобщений. Планар-
ные модели могут быть получены из своих 
криволинейных аналогов устремлением к бес-
конечности радиуса сферы S2 (т.е. переходом 
к пределу контракции). Такие модели были 
построены и исследованы в [8, 9], а также в 
[10]. Согласно терминологии работ [8, 9], мо-
дель, возникающая как предел SU(2\l)/U(l\l)-
модели, именуется моделью Ландау на супер-
плоскости, а модель, получаемая контракци-
ей из 5Т/(2|1)/[Ц1)х£У(1)]-модели, носит на-
звание модели Ландау на планарном супер-
флаге. 
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Данная работа представляет собой обзор 
моделей Ландау с суперсимметрией в про-
странстве отображения [4-9] как простейших 
обобщений исходной модели Ландау. При 
обсуждении планарных моделей значитель-
ное внимание уделено присутствию в них 
скрытой N=2 суперсимметрии мировой ли-
нии, что, по-видимому, является их общим 
свойством [9, 10]. Также обсуждается проб-
лема состояний с отрицательной нормой [8] 
в квантовых суперсимметричных моделях 
Ландау; показано, что во всех случаях нормы 
можно сделать неотрицательными [9] за счёт 
введения нетривиальной метрики на прост-
ранстве состояний [11-14]. 

1. Модели Ландау: бозонный случай 

Стандартная планарная модель Ландау 
описывается следующим лагранжианом: 

4 = \ z \ 2 - i k { z z -zz)=\z |2 +(Azz + A-z). (1.1) 

Здесь z(t)9z(t) ~ комплексные координаты 
2-мерной эвклидовой плоскости, 2 к- напря-
жённость внешнего однородного магнитного 
поля, 

А = —1к z, А - iKz, 
(1.2) 

D-AZ - DZA- = -2гк. 

Второе слагаемое в (1.1) - простейший d = 1 
член Весса-Зумино (ВЗ). 

Соответствующий канонический гамиль-
тониан имеет вид 

Н = —{a]a + aaf)= a} a + дг, (1 -3) 
2 1 

где 
a - i(d- + /cz), 

= i{dz - к z), (1,4) 

[a,af] = 2k. 

ОН коммутирует со следующими операто-
рами: 

Pz = -i(dz + k z \ Pz = -i(dz - k z \ 

[Pz,Rz] = 2K,Fh = zdz-zd-z, (1.5) 

[H,Pz] = [H,P,] = [H,Fh] = 0. 
Таким образом, эти операторы опреде-

ляют инвариантности данной теории [15]: 
Р ? Р_ и Fb генерируют соответственно «маг-
нитные трансляции» и вращения в 2£)-мер-

Фпзта 

ном «пространстве отображения». Эти гене-
раторы - квантовые аналоги нётеровских за-
рядов, связанных с инвариантностью относи-
тельно трансляций, z' = z + a, ~z = z + а , 

и [/(1) вращений, z' = ешz, ~z = e~iaz . 
Волновая функция, соответствующая низ-

шему уровню Ландау (НУЛ), (0) = к!¥(0) , 

определяется следующим уравнением: 

aV(0)(z,z) = 0 <=> (cL + kz)¥(0) = 0 
(1.6) 

Т(0)=^|г| y/{0)(z), 

т.е. она сводится к голоморфной функции. 
Волновая функция, отвечающая £ -му УЛ 

(£ = 1,2,...)? строится следующим образом: 

4>(e)(z,z) = [i(dz-H2)]'e-^2
¥(e)(z), (1 7 ) 

W ( t ) = K(2t +1)¥(|1), 
т.е. также сводится к голоморфной функции. 
Каждый УЛ имеет бесконечное вырождение 
из-за (PZ,PZ) инвариантности. Соответствую-
щие волновые функции образуют бесконечно-
мерные представления этой группы с бази-
сом z w ,m> 0 [14]. 

Инвариантная норма определяется как 
интеграл 

I l ^ ( 0 | | 2 = f dzdz4in(z,z)V(n(z,z): 

: \dzdze 2/ф| у/{l)(z)y/{t)(z) < оо. 

Он сходится для любого монома y/^{z) ~ zm . 

Покажем теперь, что модель Ландау 
можно интерпретировать как d = 1 аналог 
модели Весса-Зумино-Новикова-Виттена. 
Будем считать 2/св [PZ,PZ] = 2к независимым 
генератором («центральным зарядом») и по-
строим нелинейную реализацию этой неабе-
левой группы магнитных трансляций в фак-
тор-пространстве по одномерной подгруппе, 
порождаемой 2к. Выбирая экспоненциальную 
параметризацию для соответствующих эле-
ментов фактор-пространства, получаем: 

g~ldg = icozPz + icozP- + \(ок2к, О-9) 

со^ = dz, со- = dz, сок = — (zdz - zdz). 
2 i 
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Видно, что ВЗ член в Lb есть не что иное, как 
1-форма Картана, связанная с генератором 
2к. Операторы рождения и уничтожения a 
и а приобретают геометрический смысл ко-
вариантных производных 

Vz=d2-Kz, V-=8, + KZ, (1.10) 

в то время как волновая функция, отвечаю-
щая НУЛ, задаётся ковариантным условием 
Коши-Римана 

V ^ ( 0 ) = о, 
» P ( 0

, ( z ' , r ) = e - ' ( " - " % ) ( z , z ) , (1-Ю 

z' = z + a, ~z = z + a. 
Всё это допускает прямое обобщение 

на сферу S2. Сферический аналог планарного 
лагранжиана Ландау L/, (т.е. лагранжиан мо-
дели Хэлдейна) записывается в виде 

1 

- is 

(l + r 2 | z | 2 ) 2 

1 
(1.12) 

l + r 2 l z | 2 (zz - zz). 

Первое слагаемое в (1.12) - d= 1 проекция ин-
вариантного интервала на S2, второе слага-
емое - d= 1 ВЗ член на фактор-пространстве 
S2:SU(2)/U(\), г - «обратный» радиус S2. Для 
простоты мы положим в дальнейшем г = 1. 

Квантовый гамильтониан имеет вид 

Я = - i ( l+ |z | 2){V_„V f}, 

где 

V =д -s- , 
1 + zz' 

(1.13) 

(1.14) 
• zz 

После квантования унитарные волновые 
функции на каждом УЛ = 0,1,2,...) образу-
ют конечномерные неприводимые представ-
ления группы SU(2) со «спинами» s, s + 1/2, 
5 + 1,... Таким образом, каждый i-vi УЛ име-
ет конечное вырождение (2s +1 + £) (в этом со-
стоит важное отличие от планарного случая 
и связано оно с тем фактом, что SU(2) явля-
ется компактной группой, в то время как её 
контракция, группа магнитных трансляций, 
некомпактна). Волновая функция НУЛ опре-
деляется ковариантным условием аналитич-
ности на S2 

Можно показать, что эта волновая функ-
ция сводится к голоморфной функции от z, 
компоненты которой образуют неприводи-
мый S U(2) мультиплет со спином s. Волно-
вые функции, отвечающие высшим УЛ, стро-
ятся подобно планарному случаю и выража-
ются через голоморфные функции, описыва-
ющие неприводимые S U(2) мультиплеты со 
спинами 5 + 1/2,5+1, ... 

Как в планарном, так и в S2 случаях, раз-
ность энергий НУЛ и первого УЛ стремится 
к бесконечности с ростом параметров к или s. 
В этом пределе выживает только НУЛ, кото-
рый описывается ВЗ членом. Из-за того что 
ВЗ член имеет первый порядок по производ-
ной по времени, в теории с лагранжианом, в 
котором есть только ВЗ член, канонический 
гамильтониан равен нулю, и возникают связи 
второго рода. Соответствующие операторы 
координат, коммутирующие с гамильтоновы-
ми связями, параметризуют некоммутативные 
многообразия. В S2 случае возникает неком-
мутативная («fuzzy») версия 2-сферы [16]. 

Чтобы это показать, рассмотрим только 
ВЗ член в (1.12) (с г = 1). Гамильтоновы связи 
имеют вид 

(р= р + is 

<р = р- is 

1 + zz 
z 

1 + zz 

= 0, 

0. 

(1.16) 

При квантовании по Гупта-Блейлеру (рав-
ным образом можно было бы использовать и 
квантование по Дираку) связи интер-
претируются как связи первого рода и накла-
дываются на комплексные вектора состояния 

< ^ > ^ = 0, (1.17) 
где после квантования ( р -> - id /dz , р -> 
-» -id/dz ) 

' д_ 
dz 1 + zz 
д 

ср = -г s 
(1.18) 

ср — —I 
dz 

• + s • 
+ zz 

V Ж, =0. (1.15) 

Условие (1.17) есть определение подпростран-
ства физических состояний. Решением (1.17) с 
учётом (1.18) является представление 

Ч 'ДгД) = (1 + zz)"'5 Ф t(z). (1.19) 
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Голоморфная волновая функция Ф (z) не про-
извольна. Стандартное требование, что физи-
ческие состояния нормализуемы, означает, 
что 5"{/(2)-инвариантная норма полной волно-
вой функции (z, I) должна быть конечной 

Т . \ d p \ 4 s \2 = 

|dzd 
(1 + zz) 

< СО . (1-20) 

Здесь 

d/u 
dzd z 

(1 + zzf 
- стандартная мера интегрирования на 2-сфе-
ре S2\SU(2)/U(\) в параметризации стереогра-
фической проекции. Тогда условие (1.20) тре-
бует, чтобы функция Ф( (z) была полиномом 

степени не выше 2s. Коэффициенты такого 
полинома для любого фиксированного s (чис-
ло этих коэффициентов равно,очевидно,2s+l) 
образуют неприводимый SU(2) мультиплет со 
спином s . 

Обычные координаты на сфере, т.е. z,z , 
не коммутируют с оператором ф , опреде-
лённым в (1.18) и выделяющим физическое 
подпространство в полном гильбертовом про-
странстве в соответствии с условием (1.17). 
Модифицированные операторы положения 
Z , Z , сохраняющие условие (1.17) при дейст-
вии на физические вектора состояния, одно-
значно определяются из требования комму-
тируемости с ф : 

1 ( 3 2 8 
Z = z— — + z— 

s I dz dz 

v - Ч d - 5 I Z = z + — — + z — [. 
s v dz dz 

(1.21) 

На аналитических функциях ФДг) эти опера-

торы принимают вид 

7 - s - 1 (о 8 
Z => и z I 2 s - z — 

dz 

Ту - \ d Z и 

(1.22) 

s dz' 
из которого следует, что они переводят поли-
номы степени 2s по z в полиномы той же сте-
пени, т.е. сохраняют подпространство физи-

ческих состояний. Коммутатор модифициро-
ванных координатных операторов равен 

Г7 7! 2 9 - 9 1 
[Z,Z] = —\ z — z -— — 2s 

s \ oz dz (1.23) 

[и, и] 2 ( d z 2s 
dz 

где в правых частях стоят две эквивалентные 
формы генератора (7(1) преобразований. Та-
ким образом, вместе с (7(1) генератором ко-
ординатные операторы Z,Z или и. и обра-
зуют алгебру группы SU(2), т.е. они парамет-
ризуют некоммутативное многообразие. Это 
многообразие есть не что иное, как «размы-
тая» («fuzzy») сфера. На пространстве компо-
нент волновой функции ФДг) эти координа-
ты представляются (2s'+l)/(2s+l) матрицами, 
пропорциональными понижающему и повы-
шающему генераторам группы SU(2) с коэф-
фициентом пропорциональности Ms (пара-
метр 2s называется «уровнем размытости»). 

После перенормировки (Z ,Z) -> Z ,Z) и 

перехода к «квазиклассическому» пределу 
s —> оо (пределу контракции) «размытая» сфе-
ра превращается в некоммутативную плос-
кость. 

2. Пример: фермионный аналог модели Ландау 

Под суперсимметричными моделями Лан-
дау понимаются квантово-механические мо-
дели заряженной частицы на однородном 
суперпространстве с добавленными ферми-
полями, такие, что в бозонном пределе они 
сводятся либо к исходной модели Ландау для 
заряженной частицы, движущейся на плос-
кости в однородном магнитном поле, либо к 
её сферической версии. Есть две возмож-
ности суперсимметризации: (i) добавлением 
к бозонным координатам их нечётных парт-
нёров по суперсимметрии на мировой линии, 
т.е. переходом к <7=1 супермультиплетам; 
(ii) введением суперсимметрии в пространст-
ве отображения и трактовкой дополнитель-
ных фермионных полей как грассмановых 
координат, расширяющих исходное бозонное 
многообразие до некоторого суперпростран-
ства. Модели первого типа отвечают той или 
иной версии суперсимметричной квантовой 
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механики [17] (см., например, [18]). Мы бу-
дем рассматривать модели второго типа. В 
этом случае фермионные поля имеют ясный 
геометрический смысл: в планарных моде-
лях это нечётные координаты, расширяющие 
2-мерную плоскость до (2|2) или (2|4)-мер-
ных суперплоскостей, а в моделях, связанных 
с супергруппой 1S'L/(2|1), это координаты, до-
полняющие сферу S2:SU(2)/U(l) до некото-
рых однородных супермногообразий полной 
супергруппы. 

Примечательно, что две планарные супер-
симметричные модели Ландау, построенные 
с привлечением второго подхода (см. разде-
лы 3 и 6), вдобавок обладают ещё и скрытой 
N = 2 суперсимметрией на мировой линии. 

Мы начнём с простейшего примера 
«фермионной модели Ландау», в которой бо-
зонные 2D координаты z,z исходной модели 
Ландау заменены фермионными координата-
ми . 

Соответствующие лагранжиан и гамиль-
тониан записываются в виде 

1 Г , 
Н f = — \a, a + J = - а + a - к, 

a = - , 

a f = d ( - K f , (2-2) 

{а,а + } = - 2 к. 
Инвариантностям отвечают генераторы «маг-
нитных супертрансляций» П. ,П и Щ1) по-
воротов Ff, где 

П , = д, + кС, П 7=д7+кС, 
Q С ' (2.3) 
= { П ? , Г Ь } = 2 к. 

Нетрудно проверить, что действительно 

[ H f , Щ] = [ H f , n f-] = [Н j , F f ] = 0. (2.4) 

Супералгебра (2.3) есть простейший пример 
суперрасширения абелевой алгебры и(1), 
супералгебра м(1|1). Рассматривая 2к как не-
зависимый г/(1) генератор, лагранжиан (2.1) 
можно интерпретировать как лагранжиан d= 1 
сигма модели на однородном пространстве 
£/(1/1)/[£/(1)х[/(1)], в котором ^ и г р а ю т 
роль косетных координат, связанных с фер-

мионными генераторами П, и ГЬ, а ВЗ-член 

- пулбэк 1-формы Картана при £7(1) генера-
торе 2 к. 

Квантовое «гильбертово пространство» 
модели включает основное состояние и един-
ственное возбуждённое состояние: 

угт = е-*у0(£\ </(1) 

V » = «><>> = 0, (2.5) 

у/0 = А0 + СВ0, y/l = A l + ^ B v 

Пары ( А 0 , В 0 ) , (А,, В,) образуют неприводи-
мые мультиплеты группы магнитных супер-
трансляций, с энергиями - к и к. 

Уже на этом примере обнаруживается 
проблема, характерная для рассматриваемого 
типа суперрасширений модели Ландау. Это 
появление «духов», т.е. состояний с отрица-
тельной нормой. 

При естественном определении внутрен-
него произведения, 

< Ф № >= fade (2.6) 
находим: 

< ^ ( 0 ) |у/ ( , ) >= 0, 

< у/{0) \щ(0) >= 2кА0А0 + В0В0, ( 2 . 7 ) 

< у/'" \ у / т >= -2кА\Ах -

Состояния А],В] обладают отрицательной нор-
мой, т.е. они -- духи. Их присутствие может 
приводить к нарушению унитарности1. 

В данном случае эта трудность преодо-
левается за счёт введения нетривиальной мет-
рики на «гильбертовом пространстве»: 

«ф\у/ »:=< Сф | у/ >, 
G(y/(0) + ^ ( l ) ) = V ° > ( 2 - 8 ) 

G = -кхНг 

При этом генераторы симметрий 
и Ff коммутируют с метрикой G, так что но-
вое внутреннее произведение остаётся ин-
вариантным. Однако свойства эрмитова со-
пряжения операторов, которые не коммути-
руют с G, изменяются, например: 

1 Появление духов в d = 1 суперсимметричных моде-
лях с кинетическими членами второго порядка для фер-
мионов было отмечено в [18]. Обсуждение проблемы ду-
хов в суперсимметричной квантовой механике с высшими 
производными содержится в работах [19, 20]. 
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ал = - а + =>Я ; = axa - к, 

{а,а1} = 2 к. 

Пусть в общем случае О - оператор, та-
кой, что [Я, О] = 0. Тогда ОХ = GO'G = OF + 
+ GOq, OG = [G,0], И [H,OG] = 0 . Таким обра-
зом, по генераторам, коммутирующим с га-
мильтонианом, но не коммутирующим с G, 
можно восстанавливать «скрытые» симметрии. 

На этом мы закончим обсуждение упро-
щённой модели и перейдём к более содержа-
тельным примерам. 

3. Модель Ландау на суперплоскости 

Модель Ландау на суперплоскости опи-
сывается следующим лагранжианом: 

L = Lf + Lb = 
^ \ (3.1) 

=| z | +££ - iK\zz - zz + К + ££) . 

Соответствующий квантовый гамильтониан 
даётся выражением 

Я = afa - о}a = - dzd_ + 

:(zd- + - zd: - ) + (3.2) + к\ 

+ к 

( 
2(zz + cc). 

(3.3) 

Полный набор симметрий, помимо тех, 
которые порождаются генераторами PZ,P2 и 
П ^ , П ; , включает также новые симметрии с 
генераторами 

Q = zd(-£dz,Qf 

С = Fb + Fj = zdz + - z5; - , 

[H,Q] = [ H , Q f ] = [H,C] = 0 . ( 3 . 4 ) 

Эти генераторы образуют супералгебру 
751/(111), которая представляет собой контр-
акцию полупростой супералгебры SU(2\\), 

{Q,Q') = C,[C,Q] = [C,Q'] = о, 
[Q,Pz] = iU(,{Q\n(} = iP:. 

Как обычно, предполагается, что 
волновая функция НУЛ исчезает под 
действием операторов уничтожения а и а: 

(3.5) 

(Э , + кг)у/ (0) = ( d f - < V (0) = 0 => 

k 2 = \ z \ 2 + c c , я^ ( 0 )= о. 
Таким образом, эта волновая функция обла-
дает дополнительным двукратным вырожде-
нием, i / / ^ ( z , O = A m ( z ) + C B i 0 \ z ) . 

Гильбертово пространство для ^-го УЛ 
представляется волновой функцией 

HI//IN = 2К£У/(1\ 

где y / ^ ( z , C ) = A i ( \ z ) + CBie)(z) . Каждый 
УЛ с d > 0 четырёхкратно вырожден. 

Естественное ISU( 1 ] 1 )-инвариант1 юе внут-
реннее произведение, 

<ф \у/>= jd/j(f>(z,z;<!;,C)y/(z, 

d/л = dzdzd С, , 
(3.8) 

приводит к отрицательным нормам для неко-
торых состояний, как и в фермионной моде-
ли. Однако все нормы можно сделать неот-
рицательными путём введения той же самой 
операторной метрики на гильбертовом про-
странстве 

G = —K~XHF = 

к 

(3.9) 

Метрика G коммутирует с генераторами всех 
симметрий, за исключением Q и Следо-
вательно, по отношению к новому произве-
дению < Оф | у/ > оператор, сопряжённый к 
Q, не совпадает с Q t . Новый сопряжённый 
оператор Qx легко вычисляется: 

к (3.10) 

S = /(эга - + к21С - -Ч ^ ( 

Поскольку и Q% коммутируют с пол-
ным гамильтонианом Я (так как [Я, G] = 0), 
их разница S также коммутирует, [Я,5*] = 
= [ Я , ^ 1 ] = 0 . Таким образом, операторы S и 
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S ! генерируют новую (скрытую) симметрию 
модели. 

Эти операторы можно записать в виде 

S = a'a, Sl=aa\ (3.11) 

Теперь легко проверить, что они удовлетво-
ряют (анти)коммутационным соотношениям: 

[ # , £ ] = [ # , £ * ] = 0, = 

{5,5} = 0 = {5 , :,S , t}. 
Иными словами, {2к)~т S, {2к)'т S1 и Н 
образуют N = 2, d= 1 супералгебру Пуанкаре. 

Генераторы S, S{ аннигилируют основ-
ное состояние, соответствующее НУЛ, 

Sy/m = S y ( 0 ) = 0, (3.13) 

поэтому это состояние есть синглет N = 2 
суперсимметрии. Следовательно, N=2 супер-
симметрия не нарушена, и волновые функ-
ции, отвечающие высшим УЛ, образуют её 
неприводимые мультиплеты. Каждое такое 
состояние состоит из двух неприводимых 
мультиплетов супергруппы /51/(111), чем объ-
ясняется четырёхкратное вырождение УЛ с 

На классическом уровне скрытая супер-
симметрия мировой линии реализуется сле-
дующими преобразованиями полей и 
сопряжённых к ним 

& = < , S C = - z £ . (3.14) 

На массовой поверхности они замыкаются на 
производную полей по времени с учётом 
уравнений движения z = 2iKz, С, = 2ikQ . 
Рассматриваемая N = 2 суперсимметрия не-
обычна тем, что она существует только при 
к Ф 0 , т.е. представляет собой род 
динамической суперсимметрии. 

Как показано в [4], эту реализацию мож-
но воспроизвести в рамках явно N=2 супер-
симметричного суперполевого подхода вне 
массовой оболочки. 

4. Модель Ландау на суперфлаге 

Модель Ландау на суперфлаге [6] опи-
сывает движение заряженной нерелятивист-
ской частицы на супермногообразии SU(2\\)I 
/[t/( 1 )х Л/(1)] («суперфлаге»). Комплексные ко-
ординаты на этом многообразии можно вы-
брать следующим образом: 

ZM=z,£, ZM=z,Z„ » = 1,2. (4.1) 

Здесь z,z ~ координаты сферы S :SU(2)/U(\) 
в параметризации стереографической проек-
ции, т.е. z параметризуют комплексное про-
ективное пространство CPm\{z). Спинорные 
координаты Q достраивают это бозонное мно-
гообразие до супермногообразия CP(],2),.{ZM}. 
Соответственно супергруппа SU(2) реализу-
ется на таких координатах голоморфными 
преобразованиями 

5z = a + az2 - (s2 + zsx ' - zt,2), 

= a ^ 2 + £•' + ( e • , (4.2) 

Супералгебра sm(2|1) содержит 4 бозонных 
генератора Juk.,F (i,k = \, 2), образующих под-
алгебру 5М(2)ФМ(1) И 51/(2) - дублет фер-
мионных генераторов Q., О' • Генераторы под-
чиняются следующим (анти)коммутационным 
соотношениям: 

{QnQk) = s»F + Jm, 

{a,ek} = {Q,Qk} = о, 

Бозонные параметры a, a в преобразованиях 
(4.2) связаны со взаимно-сопряжёнными ге-
нераторами Jn, J12, принадлежащими фактор-
пространству SU(2)/U(\), а грассмановы па-
раметры е ' , e t ~ с фермионными генератора-

ми Q.,Qk • Преобразования, соответствующие 
двум 1/(1) генераторам У3 : J(\2) и F, получа-
ются взаимным коммутированием преобра-
зований (4.2). В дальнейшем вместо генера-
тора F, коммутирующего с J , часто будет 

использоваться специальная комбинация С/(1) 
генераторов: 

В = F - — J ( 4 . 4 ) 
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Динамика частицы, движущейся на 
супермногообразии 5Т/(2|1)/[£/(1)х[/(1)], с ка-
ноническими свободными членами у бозонов 
и ферм ионов (соответственно второго и пер-
вого порядков по производной по времени) 
описывается следующим лагранжианом: 

L = co+co~ +NA + MB. (4.5) 

Здесь со+ и со' = (со+У - d= 1 -проекции вза-
имосопряжённых бозонных 1-форм Картана 
на фактор-пространстве 5(/(2|1)/[(/(1 )х[/(1)], 
два независимых ВЗ члена А и В - аналогич-
ные проекции 1-форм связности, ассоцииро-
ванных с генераторами J3, В. Константы N и 
М подобны параметру s в (1.12). В бозонном 
пределе, когда фермионные координаты по-
лагаются равными нулю, лагранжиан (4.5) 
переходит в (1.12). Явное выражение для 
(4.5) можно получить с помощью формул 

со+ = zco + , 
А = [ZAZ + £'А,\+С.С., (4-6) 

В +С.С., 

где 
со = К, К2

1, 

ю, =-K;32K;l{$2 + z§y), 

сог = K;32K;1z(Zl+ZZx), 

А, = - i K ^ f a - z ^ ) , 
А2 = iK~lz(^-z^2), 

В, = ~iK 
и 

Kx = \ + 1? + S2?l ( 4 8 ) 

Квантовый гамильтониан системы даёт-
ся выражением 

H = HN = -К2
2КХУ[ЩУ[Щ + N, (4.9) 

где, как и в бозонной модели, 2N= 2s - целое 
положительное число и 

у(") = Qг _ i N A ^ = cL - iNAj. (4.10) 

Благодаря тому, что все фермионы обла-
дают кинетическими членами первого поряд-
ка по производной по времени, в теории воз-
никают связи второго рода. При квантовании 
по Гупта-Блейлеру антиголоморфную поло-

вину этих связей следует накладывать на век-
тора состояния, выделяя тем самым подпро-
странство физических волновых функций 
(ср. (1.17)): 

ср' | ¥ ) = 0 0 = 1,2), 
где 

<Р = дд$- co~]co'[ddz + Nd In K2dz] + 

(4.11) 

(4.12) 
+ Nd In Кгд£,-Мд In Kxd$r 

Физические волновые суперфункции, 
полученные как решение уравнений (4.11), 
имеют вид 

У = K?KlNQ>(z,zA,l;\$2), (4.13) 

где zA ~ «сдвинутая» координата: 

= + (4.14) 

Гамильтониан (4.9) диагонализуется на следу-
ющем наборе физических собственных функ-
ций: 

X Ф (N+e.M-t 2) 
м 

(4.15) 

где 
V 2 r = dz-2(N)zsh\ + zzsh. (4.16) 

Используя явный вид гамильтониана (4.9) в 
координатном базисе z, Z. и аналитичность ре-
дуцированной волновой функции <J^-f2>(z,£<) 
в (4.15), можно непосредственно проверить, что 

H^N
{l)=[(,2i + \)N + £(£ +1)]^/^ 

£ = 0,1,2, .. . 
(4.17) 

Соответствующее SU(2\ 1) инвариантное внут-
реннее произведение определяется как 

(2N + (. + \)\ 
= 28 .РГ" " Uzdz{\ + zzfN+M) х 

(2N + 1)! * 
х {(М - П\2М + 2N + 1 + 1 )АА + 

+ 12 F'F + {М - £2)(^T 'Vi + 2)+ 

t- N , + 1 + zv'w* + z ^ i ) } - ( 4 1 8 ) 
1 + zz K ' 

Поля A(z),F(z), у/, определяются -разложени-

ем аналитического суперполя 

Физика 
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Ф {N+e,M-e 2) Лы+е,м~> 2) 

i,lf(N+t,M-t 2) p(N + t,M-П) (4.19) 

(в (4.18) соответствующие индексы опущены). 
Из этой формулы следует, что волновая 

функция, соответствующая £ -му УЛ , имеет 
положительную норму при условии, что 

1 
М >—. 

2 
(4.20) 

Поэтому при фиксированном М пространст-
во физических состояний состоит из векто-
ров, соответствующих 

0 < ̂  < 2[М], (4.21) 
где [М] означает целую часть. Иными слова-
ми, число УЛ в модели SE/(2| 1)/[[/(l)xf/(l)], в 
отличие от бозонной SU(2)/U(\) модели, ко-
нечно при естественном определении внут-
реннего произведения. Тем не менее, оказы-
вается, что, как и в предыдущих случаях, 
можно переопределить внутреннее произве-
дение без нарушения SU(211) инвариантности 
так, что при любом М норма волновой функ-
ции для любого УЛ будет положительной [13]. 
Доказательство этого утверждения является 
довольно сложным, поэтому приводить его 
здесь не будем. Продекларируем лишь ре-
зультат. 

Переопределим внутреннее произведе-
ние на суперфлаге следующим образом: 

« Г | Т »=< Т| вц/ >=>||| ¥ |||2= <ЧР! G4), 

где для - 2N' -1 < 2М < 0 

[HN„Ga„] = 0, G;, = l , 

и для 2М < -2N' -1 

Gan = \-8(F -2М - N')+8{F -2М - N')2. 
Все состояния в этих интервалах обладают 
неотрицательной нормой по отношению к 
переопределённому внутреннему произведе-
нию2. Оператор Ga„ хорошо определён и при 
М = 0. Специфичность этой точки в прост-
ранстве параметров модели состоит в том, 
что в этом случае присутствуют состояния с 
нулевой нормой, поэтому физическое гиль-

бертово пространство следует определить 
как фактор по подпространству состояний с 
нулевыми нормами. 

5. Модель Ландау на суперсфере 

Под суперсферой СРт) 3 SU(2\\)/U(\) с 
U(l\l):(J3,F,Q2,Q2) понимается комплексное 
супермногообразие 

ZA = (z0, Z1) = (z,£), 

где z ~ комплексная координата на CP1: SU(2)/ 
/[/(1) и g - её грассманов партнёр. Супер-
группа SU(2\ 1) реализована на этих коорди-
натах аналитическими преобразованиями 

dz = iAz + £ + sz2 - ( s 2 + z e x , 

i / ч , (5.1) 
SC = —(A + + £ - £~Z + £zC, . 

Здесь X,s,£,/u ~ параметры инфинитезималь-
ных (7(2) преобразований и £ - грассмановы 
параметры преобразований с нечётными ге-
нераторами. 

Суперсфера (СС) - естественное супер-
расширение 

обычной 2-сферы Sl\SU(2)lU{\). 
Это кэлерово супермногообразие, с кэлеров-
ской 2-формой 

F = 2idZA AdZ* длдАК = dA, 

где К = log(l + zz+£C) ~ кэлеров суперпотен-

циал и A = -i(dZAdA-dZ*dg)K = dZAAA + 

+ dZ 8 Ан - кэлерова связность. 
Инвариантный лагранжиан модели Лан-

дау на суперсфере СР ( | '" является естествен-
ным обобщением лагранжиана S2 модели: 

L = ZAZB- ВА + N\ZAA, + ZB А*), ,(z в, 

(l + zz + кУ' 
, _ 

(5.2) 
>2Т (1 + zl)2' 

1 
S С: /, — \2 ' <5 г г . - • (1 + zz) " \ + ZZ 

Квантовый гамильтониан даётся выражением 

То же можно показать для М > 0. 

„ _ sA 
S Sck - 5в' 

V(;) = dA- N(dAK), 
V f = d-B+N(d-BK). 

(5.3) 
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Здесь a, b - грассмановы чётности, соответ-
ствующие индексам А и В. 

Волновая функция отвеча-
ющая £ = О (т.е. НУ Л), является ковариантно-
аналитической: 

У, 

yWvj/W = 0 => 

(N) _ а-NK 
О е [4>(г) + СГоШ 

m>l}
N) = о. 

Волновые функции для £ > 1 определяются 
следующим образом: 

ш ( Л Г ) = ш С ) т е т (+)/ 
ш(Ю _ V ( W +1) 
Т ( + Н • V 

ш(ЛО 

е ' 

ш(Л0 -т(-)/> 

/>=1 
(N+2<-1) (5.4) 

(5.5) 

вза-

При естественном определении 5(/(2|1) 
инвариантного внутреннего произведения 

< Q | >= => 

с///0 = dzdzd-d, 

волновые функции Ч̂ "*0 для разных 
имно ортогональны. Норма волновой функ-
ции с фиксированным £ выражается через 
поля в ^-разложениях 

(рУ = А + Cv f , (р\+) = z t + £Ft 

следующим образом: 

II2: \ ^ M . i h l [ - * ( 2 N + t ) \А,? -

,\\> + ( 5 . 6 ) 

| I(N + l)+ 1 _ 
1 + zz -XtX»+\Fl\2]. 

Видно, что «естественная» норма не является 
положительно определённой, т.е. мы сталки-
ваемся с тем же явлением, что и в простей-
шей фермионной модели Ландау и в модели 
на суперфлаге. Поэтому есть опасность того, 
что соответствующая квантовая теория не-

унитарна. Однако, как и в предыдущих слу-
чаях, можно ввести метрический оператор на 
гильбертовом пространстве состояний, та-
кой, что все нормы становятся неотрицатель-
ными по отношению к переопределённому 
внутреннему произведению. Этот оператор 
можно найти, исходя из того замечательного 
свойства, что квантовая модель Ландау на 
суперсфере при фиксированном параметре N 
оказывается эквивалентной квантовой моде-
ли на суперфлаге при М= 0 и N'=N- 1/2. До-
казательство дано в [14]. Эта эквивалент-
ность видна уже из сравнения норм (4.18) и 
(5.6). Метрический оператор для суперсферы 
можно получить из (4.22), выбирая там под-
ходящие значения параметров. 

6. Модель планарного суперфлага 

Здесь мы рассмотрим специфические 
черты ещё одной /5(7(111) инвариантной мо-
дели, обобщающей модель Ландау: модели 
Ландау на планарном суперфлаге [8]. 

В планарном пределе, когда 5(7(2|1) пе-
реходит в /5(/( 111) и 52 - в эвклидову 2-плос-
кость, лагранжиан (4.5) переходит в следу-
ющий лагранжиан [8]: 

z = (i + ^ ) | i | 2 + ф 

+ ̂ СС - -zz + ^ + t o + ( 6 1 ) 

Основное отличие данной модели от модели 
Ландау на суперплоскости состоит в том, что 
в (6.1) фигурирует дополнительная ферми-
онная переменная (г). Её можно интер-
претировать как поле Намбу-Голдстоуна, свя-
занное с /577(111) и генераторами . Бла-
годаря этой дополнительной переменной 
удаётся построить второй ВЗ член и одно-
временно избежать появления нестандарт-
ного кинетического члена второго порядка 
для . Несмотря на эти привлекательные 
свойства, в квантовой теории при естествен-
ном выборе внутреннего произведения всё 
ещё присутствуют отрицательные нормы. 

В теории имеются связи на фазовом 
пространстве (из-за фермионных членов 1-го 
порядка в (6.1)). Решая эти связи, можно на-
йти общую структуру волновой функции: 
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(6.2) 

Квантовый гамильтониан в применении к 
этим «физическим» волновым функциям за-
писывается в виде 

Н = a a , [a, = 2к, 

с? = ijKx{dz-Kzsh-Zd\ 

(6.3) 

На £ - м УЛ физическая киральная волновая 
функция имеет специальный вид: она выра-
жается через аналитическую функцию аргу-
ментов согласно формуле 

V , = дг-2к*Л-4дс, (6-4) 

Н Ч ™ = 2 к £ Ч > « \ 

/5(7(1 |1)-инвариантное внутреннее про-
изведение определяется как 

< Ф | ¥ >= Jd/л J'd£d% Ф Т = 

J d n e ' ^ f e d S К™ Ф Л , 
(6.5) 

где dju = dzdzd^d^ - мера интегрирования 
модели на суперплоскости. Разлагая волно-
вую функцию в ряд по грассмановым пере-
менным 

( О = л(П A{n(z) + CB(t\z) + 

+ (z) + ggB '(z), 

можно показать, что 

(6.6) 

II ¥ II2ос Jdzdze-2Kl!'2 [ ( 2 М - О X 

х (2 кА]А + В*В) + 2кС'С + Dfd\ (6.7) 

Таким образом, при t > 2М > О и М < 0 воз-
никают отрицательные нормы. При I = 2М 
есть также и нулевые нормы. 

Как и в ранее рассмотренных случаях, 
внутреннее произведение можно переопреде-
лить посредством введения нетривиального 
метрического оператора на гильбертовом 
пространстве. На аналитических функциях 
этот оператор задаётся выражением 

G o n = [ ^ ] = - l + 2 £ V (6.8) 

После такого переопределения норма (под 
знаком интеграла по z,z) принимает вид 

K[(C-2M)(2icAfA + BfB) + 

+ 2кС'С + DfD]. (6.9) 

Теперь при М < 0 все состояния имеют поло-
жительную норму. Это справедливо и при 
М = 0, за тем исключением, что половина 
состояний с t = 0 имеют нулевую норму. 
Естественно определить (супер)пространство 
физических состояний как фактор по под-
пространству состояний с нулевыми норма-
ми. В результате состояния с нулевыми нор-
мами не дают вклада в физический спектр. 
Заключаем, что при М = 0 модель на пла-
нарном суперфлаге имеет точно такой же 
спектр, включая вырождение, как и модель 
на суперплоскости. Следовательно, при М=0 
обе модели эквивалентны. При М>0 остают-
ся отрицательные нормы для значений 
I < 2 М , так что в этом интервале параметров 
небходимо сохранить «наивное» определе-
ние нормы. 

Как и в модели на суперплоскости, пере-
ход к новому определению нормы меняет 
правило эрмитова сопряжения ZSI/(111) супер-
заряда Q, в результате чего естественным пу-
тём появляются новые сохраняющиеся супер-
заряды. В применении к аналитическим вол-
новым функциям эти суперзаряды определя-
ются выражениями 

Sm = 2iKS(2M-Nm\ 

Si = 2iKd£, (6-Ю) 

{San,Sl} = 2K(Han-4KM). 

Эта квантовая суперсимметрия на мировой 
линии существует при М < 0 , поскольку не-
возможно достичь положительной опреде-
лённости антикоммутатора в (6.10) при М>0 
во всей области изменения параметров и на 
каждом УЛ. 

Заключение 

Кратко суммируем содержание работы. 
Самосогласованные суперрасширения 

бозонной модели Ландау можно построить 
[5-10], исходя из их геометрической интер-
претации как одномерных сигма моделей 
ВЗНВ типа на градуированных расширениях 
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ЕА. Иванов. Суперрасшпренпя моделей Ландау ^ f S ж 
либо группы «магнитных трансляций», лежа-
щей в основе исходной модели Ландау, либо 
группы SU(2), которая является группой 
симметрии модели Хэлдейна. 

Хотя «естественный» выбор инвариант-
ного внутреннего произведения в рассматри-
ваемом типе суперрасширений приводит к 
квантовым состояниям с отрицательной нор-
мой, этот недостаток можно преодолеть по-
средством переопределения внутреннего про-
изведения в пространстве состояний в духе 
работ [11, 12]. 

Характерной общей чертой планарных 
суперрасширений модели Ландау является 
присутствие в них скрытой динамической 
N = 2 суперсимметрии [9, 10]. Сохраняется 
ли это свойство в моделях Ландау на супер-
сфере и суперфлаге и если нет, то что служит 
его аналогом? Можно ли во всех случаях 
воспроизвести это свойство (или его возмож-
ные обобщения), исходя из подходящего 
суперполевого формализма, как в модели на 
суперплоскости? Есть ли обобщения на выс-
шие N1 Желательно иметь ответы на эти во-
просы. На первый вопрос уже дан частичный 
ответ в недавней работе [14], где показано, 
что скрытой симметрией квантовой модели 
на суперфлаге при М Ф 0 является супер-
группа SU( 2|2). 

Что же касается возможных физических 
применений, то хотелось бы в полной мере 
осознать, какие явления описываются супер-
симметричными версиями квантового эффек-
та Холла и каков физический статус допол-
нительных фермионных переменных в этом 
контексте. 

Автор благодарен организаторам семина-
ра за предложение написать эту статью. Боль-
шинство изложенных в ней результатов полу-
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