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В классической электродинамике применяют по крайней мере два способа описания по-
левого импульса (linear momentum): по Абрагаму и по Минковскому. Представляет инте-
рес, какой из этих способов необходим или предпочтителен для описания импульсов при 
преломлении волны. В статье выведены тензор напряжений и плотность импульса в про-
зрачной среде с дисперсией, включая среду с отрицательными проницаемостями, и рас-
смотрено преломление волны из вакуума в среду. Импульс падающей волны сохраняется 
как сумма полевого импульса Абрагама, импульса среды под действием силы Абрагама 
и импульса, обусловленного электромагнитным давлением на границу среды. При этом 
касательная к границе тангенциальная компонента импульса является импульсом Мин-
ковского. Такое различие и сосуществование импульсов можно объяснить симметрией 
системы среда–плоскость–среда относительно сдвига вдоль границы и отсутствием сим-
метрии относительно сдвига, перпендикулярного к границе. 
Ключевые слова: сосуществование импульсов Абрагама и Минковского, среда с дис-
персией, левая среда.

DOI: 10.18500/1817-3020-2018-18-1-23-31

Введение

В связи с существенной ролью оптических сил в современных 
технологиях в настоящее время повышен интерес к проблеме опи-
сания сил и импульсов в среде с электромагнитным полем [1]. Во-
первых, среда испытывает силу со стороны поля при поглощении из-
лучения, и импульс поглощенной части излучения передается среде. 
Во-вторых, возникают силы при отражении и преломлении света на 
поверхности тела, когда возникает разность импульсов падающих на 
тело и уходящих от него волн, что передается телу соответствующей 
силой. В-третьих, внутри среды существуют действующие на нее 
со стороны поля объемные силы, в том числе сила Абрагама в про-
зрачном диэлектрике [2, 3]. Плотность электромагнитного импульса 
поля в системе с постоянной скоростью центра энергии определяется 
плотностью потока энергии S излучения и равна плотности полевого 
импульса Абрагама gA = (S/c2). Кроме того, в случае однородного ди-
электрика с электрической и магнитной проницаемостями ε > 0, μ > 0 
без дисперсии возможно такое описание импульса электромагнитного 
поля, при котором никакие силы в среде не рассматриваются, а поле 
характеризуется сохраняющимся импульсом с плотностью импульса 
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по Минковскому gM = εμgA [1]. Сохранение им-
пульса Минковского внутри среды подтверждено 
экспериментально, в том числе при наличии дис-
персии [4]. 

Совместимый с уравнениями электродинами-
ки Максвелла баланс сил в среде без сторонних 
источников разные авторы интерпретируют по-
своему, что приводит к разным выводам. Напри-
мер, одни допускают, что плотность импульса 
Минковского gM направлена вдоль волнового 
вектора k [5, 6], тогда как другие признают только 
плотность импульса g, направленную в сторону 
плотности потока энергии S [7]. Эти точки зре-
ния приходят в противоречие в случаях, когда 
волновой вектор k и вектор Пойнтинга S взаимно 
противоположны, в частности, в случае отрица-
тельных проницаемостей [8]. Попытки описать 
взаимодействие поля со средой с помощью обоб-
щенных сил Лоренца на поляризационные токи, 
например, в работе [9], не вполне убедительны 
ввиду постулативного характера определения 
этих токов и сил.

То обстоятельство, что нужно рассматривать 
импульс поля иногда по Абрагаму, а иногда по 
Минковскому, привело к выводу о том, что эти 
импульсы просто соответствуют разным способам 
разложения полного импульса среды и поля на 
«кинетические» либо «канонические» импульсы 
[10]. При этом возможен несколько иной акцент, 
согласно которому важен не столько выбор спо-
соба разложения полного импульса, сколько то, 
что канонический импульс Минковского является 
квазиимпульсом. Действительно, в случае среды, 
характеристики взаимодействия с которой не ме-
няются при сдвигах внутри среды, можно совсем 
не рассматривать те степени свободы, которые не 
относятся к полю. При этом выявляется сохра-
няющийся импульс в веществе – квазиимпульс, 
которым и является импульс Минковского [11]. 

В настоящей статье прослежен этот подход 
к волнам в средах с дисперсией в окнах прозрач-
ности, в том числе в метаматериалах с отрица-
тельными проницаемостями.

Импульс и квазиимпульс 

электромагнитного поля в веществе

Электромагнитные силы в веществе в от-
сутствие в нем сторонних зарядов  и 
токов  , т.е. в отсутствие в веществе силы 
Лоренца , можно найти из выра-
жения этой силы через векторы B, E, H, D поля 
с помощью уравнений Максвелла: 

,               (1)

,                (2) 

,                        (3)

.                      (4)
Условие отсутствия внешних сил

                  (5)
приобретает вид равновесия внутренних сил

.              (6)
Переходя в условии (6) к декартовым коор-

динатам, с использованием антисимметричного 
единичного тензора  получим баланс сил в 
виде

,  (7) 

где координатные индексы  принимают 
значения .

В однородной среде с материальными урав-
нениями ,  в отсутствие дис-
персии равенство (7) приобретает вид

= ,        (8)
т.е. представляет собой закон сохранения им-
пульса Минковского

.           (9)
Элементы тензора напряжений  с обратным 
знаком имеют смысл компонент плотностей 
потоков импульса [12]. Импульс Минковского 
с плотностью  в среде без дис-
персии сохраняется как квазиимпульс, что 
обусловлено инвариантностью характеристик 
при сдвигах в однородной среде, как было пока-
зано в работе [11]. Так как в законе сохранения (7) 
учитываются только степени свободы электро-
магнитного поля в неподвижной среде, то и при 
наличии дисперсии этот закон остается законом 
сохранения квазиимпульса поля.

Чтобы учесть дисперсию проницаемостей 
в законах сохранения, рассматривают плоскую 
квазимонохроматическую волну в окрестности 
частоты  с комплексными напряженностями 
электрического и магнитного поля (наклонный 
шрифт) , характеризуемыми частотой ,
волновым вектором  и медлен-
но меняющимися амплитудами  [2, 6, 7]:
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,  (10)

. (11)
Волновой фронт распространяется с фазовой ско-
ростью , амплитуда – с групповой 

скоростью . Для полей с квадра-
тичным по полевым переменным и их производ-
ным лагранжианом групповая скорость совпадает 
со скоростью переноса энергии [13]. Материальные 
уравнения с учетом дисперсии имеют вид [2, 6]:

,                            (12)

,                     (13)

,                          (14)

.                 (15)

Взаимосвязь между медленно меняющимися 
амплитудами поля и волновым вектором согласно 
уравнениям Максвелла в нулевом приближении 
имеет вид

,,   0.  (16)
С учетом последних соотношений удобно вы-
разить векторное произведение индукций волны 
только через электрическое поле:

 
. (17)

При подстановке выражений (13), (15), (17) в 
баланс сил (7) оказывается, что в первом по-
рядке малости поправок на дисперсию прони-
цаемостей правая часть (7) остается неизмен-
ной, а в левой части появляются производные 
по времени, которые имеют смысл поправки 
к силе, обусловленной изменением импульса, 
то есть должны быть перенесены в правую 
часть. В итоге закон сохранения импульса для 
плоской волны в среде с дисперсией приоб-
ретает вид 

(18)

Видно, что плотность квазиимпульса  в случае 
дисперсии отличается от плотности  в отсутствие 
дисперсии множителем

  .       (19)
Этот результат фактически повторяет то обоб-
щение импульса Минковского, которое сделано 
в работе [7] с использованием BED-формы урав-
нений Максвелла. 

Полезно отметить, что при подстановке вы-
ражений (12), (14) в условие баланса сил (7) тот 
же результат (18) получится, если выполняется 
условие

. (20)
Как известно, плотность электромагнитной 

энергии в среде с дисперсией выражается фор-
мулой Бриллюэна [2, 7]:

=

.   (21)
Из равенств (18), (19), (21) следует, что плотность 
квазиимпульса Минковского с учетом дисперсии 
связана с плотностью энергии и волновым век-
тором точно так же, как в случае без дисперсии:

.      (22)
В веществе с отрицательными проницаемо-

стями ε < 0, μ < 0 согласно уравнениям Макс-
велла (1), (2) волновой вектор и напряженности 
поля (10), (11) образуют левую тройку векторов 

, т.е. волновой вектор направлен 
противоположно вектору плотности потока 
энергии [8, 14]. В законе преломления для из-
менения углов распространения на границе с 

=× ×
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таким веществом удобно представлять показа-
тель преломления в виде  и считать 
его отрицательным [8]. Однако в соотношении 
(22), связывающем между собой квадратичные 
по амплитудам поля величины, этого делать не 
следует, как и в случае с формулами Френеля 
для амплитудных коэффициентов отражения и 
преломления [15, 16]. Действительно, с помощью 
соотношения (16) нетрудно получить выражение 
для плотности потока энергии в виде [6, 7, 17]

=

 .  (23)

Видно, что если в этом квадратичном по ам-
плитудам соотношении заменить  на отри-
цательный показатель преломления  
в среде с , то получится не левая, 
как должно быть, а правая тройка векторов 

. Таким образом, извлечение корня 
в равенствах (22), (23) не следует сопровождать 
сменой знака и с учетом положительности плот-
ности энергии плотность импульса Минковского 
сонаправлена с волновым вектором: .
Важно, что макроскопическая плотность им-
пульса  соответствует квазиимпульсу фотона 
в среде  и энергии фотона ,
для которых справедливы законы сохранения 
[1, 18–20]. Таким образом, если помещенное в 
среду с отрицательными проницаемостями тело 
поглощает излучение, оно должно приобретать 
импульс, направленный навстречу потоку энер-
гии излучения [21]. Из соотношения (22), опре-
деления плотности полевого импульса Абрагама 

, а также из того, что плотность 
потока энергии  определяется групповой 
скоростью , вытекает следующее соот-
ношение между плотностями импульса Абрагама 
и Минковского:

.
(24)

В отсутствие дисперсии ,
 и равенство (24) сводится к привычно-

му соотношению между плотностями импульса 
Минковского и Абрагама . В среде 
с отрицательными проницаемостями ε < 0, 
μ < 0 направления групповой и фазовой скоро-
стей противоположны, , и плот-
ность импульса Минковского противоположна 
плотности импульса Абрагама. 

Потоки импульса электромагнитного поля

в веществе

Для плоской волны согласно закону сохра-
нения (18) тензор напряжений определяется эле-
ментами, совпадающими с элементами полевой 
части тензора напряжений Питаевского [6], и 
может быть выражен только через электрическое 
поле в виде

..                    (25)

Важно, что тензор напряжений в плоской волне 
можно выразить через групповую скорость и 
волновой вектор [5, 6, 16]. Выразим групповую 
скорость с помощью вектора Пойнтинга через 
полевые переменные. Пользуясь соотношением 
(16) , получим:

.   (26)
Учитывая поперечность волны, выполним пре-
образование:

 

 =

=

        (27)

и приведем соотношение (26) к виду

. (28)

Согласно последнему соотношению тензор на-
пряжений можно представить в форме

 

.                  (29)
В этой форме тензор напряжений совпадает с 
тензором напряжений Полевого–Рытова [5], как 
и должно быть для плоской квазимонохромати-
ческой волны [6, 16]. Нетрудно проверить, что 
величина (29) представляет собой плотность по-
тока β-направлении α-компоненты импульса (22):

.
(30)

Выражения (29), (30) показывают, что в средах 
с отрицательными проницаемостями, когда 
волновой вектор и групповая скорость противо-
положны по направлению , полевые 
напряжения в среде противоположны по знаку 
по сравнению с напряжениями в среде с поло-
жительными проницаемостями. 



27Теоретическая и математическая физика

Электромагнитные импульсы 

при преломлении волны

Для иллюстрации представленных выше 
соотношений рассмотрим преломление без от-
ражения поляризованной волны, падающей на 
границу раздела между воздухом и диэлектриком 
под углом Брюстера. В случае поляризации в 
плоскости падения угол Брюстера  определен 
выражениями 

 ,

.        
(31)

При этом угол преломления  согласно закону 
преломления удовлетворяет условию

. (32)
Рассмотрим для простоты случай , 

когда , т.е. 
.    (33)

Нормальные к границе раздела составля-
ющие скорости распространения волнового 
фронта  в вакууме и  в 
диэлектрике оказываются в этом случае равны-
ми, поэтому объемы , , заметаемые фронтом 
в единицу времени в вакууме и в диэлектрике, 
равны между собой. Следовательно, объем, со-
держащий определенное количество энергии 
волны (цуг, пакет), и плотность энергии остаются 
после преломления волны Брюстера в среду без 
дисперсии неизменными, w0 = w'. Импульсы та-
кого пакета просто пропорциональны векторам 
плотностей импульсов. Согласно формуле (22) в 
этом случае тангенциальные компоненты плот-
ности импульса Минковского  
в падающей волне и  в пре-
ломленной волне равны между собой. Это вполне 
соответствует тому, что сдвиг в тангенциальном 
направлении совмещает систему среда–граница–
среда с собой, и в этом направлении сохраняется 
квазиимпульс. 

В нормальном к границе раздела направ-
лении инвариантность при сдвиге отсутствует 
и нормальная составляющая квазиимпульса не 
сохраняется. В этом направлении сохраняется 
плотность потока энергии и вместе с ней нор-
мальная компонента плотности полевого им-
пульса Абрагама. В диэлектрике присутствует 
также импульс, порожденный объемной силой 
Абрагама на диэлектрик. 

Кроме того, следует учитывать давление 
поля на границу раздела. Оно равно разности 
давлений на противоположные стороны границы 

и определяется различием тензоров напряжений 
в среде и вакууме. По воздействию на диэлектрик 
давление эквивалентно нормальному к границе 
потоку импульса. При этом в общем случае среды 
с дисперсией энергия, приходящаяся на один цуг 
волны, сосредоточена в объеме  с эффектив-
ной плотностью  Поскольку объ-
емы цуга до и после прохождения через границу 
пропорциональны нормальным скоростям, то 

. Этот 
результат вполне соответствует формуле Брил-
люэна (21). В направлении из вакуума к границе 
с нормалью  в сторону диэлектрика давление 

 с учетом представления (29) для тензора на-
пряжений определяется следующей разностью 
давлений по обе стороны границы:

 

= 

.         (34)
В последнем соотношении учтено, что косинусы 
направляющих углов волнового вектора и груп-
повой скорости совпадают в обычных средах 
(верхний знак) и имеют противоположные знаки 
в средах с отрицательными проницаемостями 
(нижний знак). Таким образом, отнесенная к 
среде эффективная плотность импульса давления 
на поверхность рассматриваемым пакетом равна

= ,             (35)

так как ..

Если  – объем, заметаемый с фазовой ско-
ростью волновым фронтом, то объем, который 
заполняется энергией с групповой скоростью, 
равен . Импульс 
давления, оказываемого цугом на границу среды, 
в соответствии с плотностью (35), равен

.                 (36) 

Нормальная к границе составляющая им-
пульса Абрагама преломленного цуга в среде 
выразится через нормальную составляющую 
импульса падающего цуга формулой
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.    (37)
Аналогично нормальную составляющую им-
пульса Минковского запишем в виде

=

. (38)

Примем естественное предположение, что 
импульс силы Абрагама в среде с дисперсией 
численно равен, как и в среде без дисперсии, 
разности импульсов Минковского и Абрагама. 
Тогда нормальный импульс силы Абрагама с 
учетом выражений (37), (38) имеет вид 

.  (39)

В результате получаем, что нормальный 
импульс цуга падающей волны сохраняется по-
сле преломления как сумма импульса давления 
на границу, импульса Абрагама и импульса силы 
Абрагама в объеме цуга:

.               (40)
Этот баланс выполняется и для тангенциаль-

ных составляющих. Тангенциальное напряжение 
 вдоль границы определяется величиной 

 =

.
(41)

Следовательно, сдвиговый импульс цуга на 
границе при полном преломлении отсутствует:

.    (42)

Тангенциальный импульс Абрагама   в пре-
ломленном цуге зависит от показателей прелом-
ления и направлен противоположно в средах с по-
ложительной и отрицательной проницаемостями: 

. (43)

Тангенциальные импульсы Минковского в цуге 
до и после преломления, как уже отмечалось, 
одинаковы:

=

. (44)

Tангенциальный импульс силы Абрагама 
 определим аналогично нормальному им-

пульсу (39):

. (45)

Из соотношений (42), (43), (45) получаем 

.            (46)

Таким образом, согласно равенствам (40), 
(46) импульс цуга падающей волны сохраня-
ется после преломления как сумма импульса 
давления на границу, импульса Абрагама и им-
пульса силы Абрагама в объеме цуга. При этом 
тангенциальная составляющая этой суммы (46) 
представляет собой тангенциальную составля-
ющую импульса Минковского (44), поскольку 
слагаемое  равно нулю. Нормальная же со-
ставляющая импульса цуга не сохраняется как 
импульс Минковского. 

Заключение 

Закон сохранения импульса приобретает 
простую форму сохранения квазиимпульса в тех 
направлениях, в которых имеется однородность 
характеристик среды, например, в направлениях 
вдоль плоской границы между однородными 
средами. В частности, в приходящей и исходя-
щих от границы монохроматических волнах со-
храняется тангенциальная компонента импульса 
Минковского. В нормальном направлении к гра-
нице раздела вследствие непрерывности плот-
ности потока энергии непрерывна нормальная 
компонента плотности импульса Абрагама. В 
этом направлении импульс сохраняется после 
преломления как сумма импульса давления на 
границу, импульса Абрагама и импульса силы 
Абрагама. 

Следует заметить, что в случае с дисперси-
ей плотность импульса Mинковского остается 
связанной с плотностью энергии и фазовой 
скоростью таким же соотношением, как и в 
случае без дисперсии. В средах с дисперсией, в 
том числе с противоположными направлениями 
потока энергии и волнового вектора, импульс 
Минковского остается сонаправленным с вол-
новым вектором. При этом плотность импульса 
Минковского в среде с дисперсией связана с 
плотностью импульса Абрагама коэффициен-
том, равным произведению фазового и группо-
вого показателей преломления, причем в средах 
с противоположными фазовой и групповой 
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скоростью импульсы Абрагама и Минковского 
противоположны друг другу. 

При описании электромагнитного давления 
на границу раздела сред важно использовать 
соответствующие выражения для тензора по-
левых напряжений. Соответствующая полевая 
часть тензора напряжений Питаевского может 
быть выражена для волны в среде с диспер-
сией в форме тензора Полевого–Рытова через 
произведение компонент фазовой и групповой 
скорости.

В заключение заметим, что вопрос об элек-
тромагнитных импульсах и пондеромоторных 
силах существенно усложняется, когда прихо-
дится учитывать поглощение в среде [22] или 
форму облучаемого тела [23].
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Electromagnetic Momenta at Wave Refraction 

into Dispersive Medium

V. I. Tsoy
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versity, 83, Astrakhanskaya Str., Saratov, 410012, Russia, tsoyvi@
info.sgu.ru

Background and Objectives: There are two types of a field 
momentum in the classical electrodynamics, namely, the Abraham 
momentum, and the Minkowski momentum. The question arises 
how these momenta are conserved in the refraction on the bound-
ary surface of a medium. Methods: The electromagnetic stress 
tensor and momentum density in a dispersive medium, including the 
case of negative permittivity and negative permeability, are derived 
and used in this paper. Results and Conclusion: It is shown 
that the momentum of an incidence wave is conserved as the sum 
of the Abraham momentum, the Abraham force momentum, and 
the momentum of the electromagnetic pressure on the boundary 
surface of the medium. In the same time, the tangential compo-
nent of the incidence momentum is conserved as the Minkowski 
momentum. The reason is that there is an invariance of the 
"vacuum–plane–matter" system in the transfer along the boundary 
surface of the medium. Consequently, a quasi-momentum should  
be conserved in this direction. On the other hand, there is no such 
symmetry in the direction perpendicular to the boundary surface of 
the medium. Consequently, any quasi-momentum in this direction 
does not exist. This shows that the Abraham momentum and the 
Minkowski momentum can work together, although these quantities 
corresponds to the different expansions of the total momentum 
into field and media parts.
Key words: coexistence of the Abraham and Minkowski momenta, 
dispersive medium, left-handed medium.
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