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Введение

В настоящее время одним из перспективных направлений в 
оптической диагностике объектов со сложной случайно-неодно-
родной структурой является применение в качестве зондирующего 
излучения света с длиной когерентности, сравнимой с характерными 
масштабами неоднородности объекта. Одним из наиболее ярких 
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примеров использования подобного подхода 
является оптическая когерентная томография 
(ОКТ), впервые предложенная в качестве диа-
гностического метода для биомедицинских при-
менений в девяностых годах прошлого века [1–3] 
и в настоящее время являющаяся одним из наи-
более востребованных подходов в диагностике 
морфофункционального состояния поверхност-
ных слоев биологических тканей. Применение 
ОКТ не ограничивается только биомедициной; 
известны работы, посвященные материаловед-
ческим применениям данного метода (в част-
ности, для анализа материалов с выраженной 
стратифицированной структурой [4–7]). Основ-
ной физический принцип функционирования 
ОКТ систем, заключающийся в использовании 
зондируемого объекта в качестве отражателя в 
объектном плече интерферометра Майкельсона 
с источником частично-когерентного излучения 
и периодическим изменением оптической длины 
опорного плеча, в последнее время претерпел 
существенные изменения в части формирования 
интерференционного сигнала и его обработки. 
Это относится, в частности, к недавно появив-
шимся ОКТ системам с лазерными источниками 
с периодически варьируемой частотой зонди-
рующего излучения (см.: Swept Source OCT [8, 
9]). Тем не менее физическая интерпретация 
формируемых в подобных системах интерферен-
ционных сигналов осталась прежней.

Традиционно в оптической когерентной 
томографии и аналогичных методах информа-
тивная составляющая регистрируемого сигнала 
связана с так называемой баллистической, или 
когерентной, составляющей зондирующего из-
лучения, поступающей из зондируемого объекта 
в приемную апертуру системы. Эта составляю-
щая обусловлена, как правило, френелевскими 
отражениями от границ слоев с различными 
показателями преломления в объекте. При этом 
диффузная составляющая регистрируемого 
сигнала, обусловленная многократным рассея-
нием света в объекте, играет негативную роль 
и приводит к спаду отношения «сигнал–шум» 
по мере увеличения глубины зондирования. 
Другим негативным фактором, обусловленным 
многократным рассеянием зондирующего света 
в среде, является стохастическая интерференция 
диффузно-рассеянных волн, распространяю-
щихся по различным случайным траекториям 
в среде с различающимися длинами пути, но 
при этом попадающих в «окно когерентности» 
системы. Поскольку ширина «окна когерентно-

сти» существенно превышает среднее значение 
длины волны зондирующего излучения, а чис-
ло статистически независимых парциальных 
составляющих диффузно-рассеянного света 
очень велико, это приводит к стохастической 
модуляции регистрируемого интерференцион-
ного сигнала. Значительное количество работ 
в последние два десятилетия были посвящены 
проблеме подавления стохастического шума 
в ОКТ изображениях; рассматривались раз-
личные решения, начиная от тривиальной 
усредняющей обработки интерференционного 
сигнала и заканчивая применением скользящих 
оконных фильтров различной степени слож-
ности [10–12].

Вместе с тем следует отметить, что несмотря 
на негативную роль диффузных составляющих 
выходящего из среды зондирующего излучения 
в «классической» оптической когерентной томо-
графии, эти составляющие содержат полезную 
информацию об оптических транспортных пара-
метрах зондируемой среды, а также о некоторых 
процессах при взаимодействии света со средой 
(например, о спонтанном усилении распростра-
няющегося света во флуоресцирующих средах). 
Возможность получения подобной информации 
из анализа «шумовых» составляющих сигналов 
в низкокогерентной рефлектометрии (НКР) слу-
чайно-неоднородных сред показана в работах 
[13–16], где рассмотрены два различных подхода 
к реализации «диффузионной» НКР – с приме-
нением классической интерференционной схемы 
с опорным и объектным пучками и с использо-
ванием принципа безопорной стохастической 
интерферометрии со спектральной селекцией 
широкополосного излучения флуоресценции, 
которое используется в качестве зондирующего.

Важной составляющей НКР зондирования 
случайно-неоднородных сред является уста-
новление количественных взаимосвязей между 
параметрами регистрируемых сигналов и ха-
рактеристиками среды, контролирующими про-
цесс распространения зондирующего излучения 
(в частности, ее оптическими параметрами). 
Подобные взаимосвязи, выраженные в анали-
тической или численной форме, используются 
в решении прямых или обратных задач НКР 
зондирования и в качестве ключевых составля-
ющих содержат интегральные преобразования 
функции плотности вероятности оптических 
путей зондирующего излучения в среде ρ(s) 
либо саму функцию, в зависимости от того, ка-
кие характеристики рассеянного светового поля 

Д. А. Зимняков и др. Математическое моделирование переноса зондирующего излучения 



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Физика. 2018. Т. 18, вып. 1

Научный отдел6

анализируются (средняя интесивность, функция 
когерентности, функция корреляции и т.д.). Эта 
функция, ассоциируемая с временным откликом 
среды при воздействии короткого светового им-
пульса для заданной геометрии зондирования 
[17], может быть получена путем решения неста-
ционарного уравнения переноса излучения [18]. 
В большинстве случаев это решение не может 
быть получено в аналитической форме и требует 
применения численных методов; в частности, од-
ним из наиболее эффективных методов решения 
подобных задач является метод статистического 
моделирования (Монте–Карло). С другой сторо-
ны, такие информативные характеристики, изме-
ряемые при НКР или спекл-коррелометрическом 
зондировании [19, 20], как пространственные и 
временные корреляционные функции, а также 
статистические моменты флуктуаций интенсив-
ности детектируемого излучения связаны с ρ(s) 
линейными интегральными преобразованиями с 
соответствующим образом выбранными ядрами 
(см., например, [21, 22]). Подобная взаимосвязь 
следует из фундаментальных соотношений 
между характеристиками переноса излучения в 
среде, вводимыми в рамках теории переноса из-
лучения, и статистическими и корреляционными 
характеристиками светового поля, используе-
мыми в аналитической теории многократного 
рассеяния [18].

Таким образом, решение прямой задачи НКР 
или спекл-корреляционного зондирования (на-
хождение информативных характеристик детек-
тируемого излучения по априори известным оп-
тическим и геометрическим параметрам среды) 
может быть осуществлено с применением «ги-
бридного» подхода. В данном подходе с помощью 
метода Монте–Карло моделируется ансамбль 
значений оптических путей составляющих зон-
дирующего излучения в среде; производится 
частотный анализ этого ансамбля, на основании 
которого восстанавливается модельная функция 
ρ(s) для исследуемой системы; вычисляются 
интегральные преобразования функции ρ(s) при 
различных значениях управляющих параметров, 
используемых в зондировании. Результаты чис-
ленного моделирования затем сопоставляются 
с полученными экспериментальными данными. 
Для решения обратной задачи (восстановление 
значений оптических параметров среды по 
измеренным в эксперименте информативным 
характеристикам детектируемого излучения) 
может быть применен инверсный гибридный 
подход, в котором задаются начальные значения 

оптических параметров, по ним вычисляются 
информативные характеристики и сравниваются 
с полученными в эксперименте данными. По 
результатам сравнения производится коррекция 
начальных значений, после чего цикл повторя-
ется. После определенного числа итераций до-
стигается требуемая точность восстановления 
оптических параметров; подобная итеративная 
процедура может основываться на численных 
методах Ньютона, Левенберга–Марквардта (см., 
например, [23]) и др.

В данной работе упомянутый выше гибрид-
ный подход обсуждается применительно к без-
опорной низкокогерентной рефлектометрии слу-
чайно-неоднородных сред, использующей в своей 
основе эффект стохастической интерференции 
спектрально селектируемого широкополосного 
зондирующего излучения.

1. Математическая модель стохастической 

интерференции спектрально селектируемого 

излучения в безопорном НКР зондировании

Схема безопорного НКР зондирования, 
физические основы которой обсуждались в ра-
ботах [14–16], приведена на рис. 1. Зондируемая 
среда насыщается флуорофором с достаточно 
высоким квантовым выходом флуоресценции 
и накачивается непрерывным лазерным излуче-
нием. Используемое в качестве зондирующего 
флуоресцентное излучение регистрируется с 
помощью конфокальной системы и попадает на 
входную щель спектрометра с заданным спек-
тральным разрешением ∆λ. В процессе измере-
ний производится сканирование зондируемого 
образца в направлении, перпендикулярном оси 
конфокальной системы. Вследствие высокой 
спектральной селективности и малой угловой 
апертуры системы детектирования регистри-
руемые диффузные составляющие интерфе-
рируют друг с другом на детекторе, давая в 
результате некоторое значение интенсивности 
интерференционного сигнала на длине волны 
λ, определяемой настройкой спектрометра, в 
спектральной полосе ∆λ. Поперечное смещение 
образца приводит к случайным изменениям 
интенсивности на детекторе, которые связаны 
со стохастической интерференцией рассеянного 
средой зондирующего излучения в узкой полосе 
длин волн. В качестве информативных параме-
тров могут быть выбраны статистические мо-
менты различных порядков пространственных 
флуктуаций интенсивности, регистрируемых в 
ходе эксперимента.
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Рассмотрим следующую модель форми-
рования детектируемого сигнала: измеряемое 
значение интенсивности при фиксированном 
положении образца есть результат суперпозиции 
N квазимонохроматических световых волн с 
длинами волн, находящимися в интервале от λ до 
λ + ∆λ, причем ∆λ << λ. Рассмотрим вначале слу-
чай детектирования «скалярных» волн, предпо-
лагая регистрируемые диффузные составляющие 
характеризуемыми одинаковыми состояниями 
линейной поляризации. Правомерность при-
менения подобного подхода была ранее неодно-
кратно подтверждена [13–16]. Полученные в 
рамках подобной модели выражения могут быть 
модифицированы для случая детектирования 
неполяризованного света. Усредняемое по вре-
мени значение интенсивности для произвольно 
выбранной точки регистрации сигнала пред-
ставим как

exp
2

2
N

i
ii

* tjtEtEtEtEtI ,  (1)

где усреднение проводится по временному интер-
валу T, удовлетворяющему условию  T >>2π/∆ω,
где ∆ω  – ширина спектра детектируемого из-
лучения,    tItE ii   и  ti  – зависящие от 

Рис. 1. Схема безопорного НКР зондирования с использованием эффекта 
стохастической интерференции спектрально селектируемых диффузных со-
ставляющих широкополосного излучения флуоресценции: 1 – лазер накачки, 
2 и 5 – система линз, 3 – зондируемая среда, насыщенная флуорофором; 
4 – однокоординатный микропозиционер, 6 – входная щель спектрометра, 

7 – спектрометр, 8 – персональный компьютер
Fig. 1. Scheme of the reference-free low-coherence probe with the use of 
a stochastic interference of spectrally selected diffusing components of a 
broadband fl uorescence radiation: 1 – pumping laser, 2, 5 – lenses, 3 – dye-
saturated probed medium, 4 – 1D translator, 6 – entrance slit of a spectrometer, 

7 – spectrometer, 8 – PC

1

2

3

4

5

6
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времени амплитуда и фаза i-й диффузной со-
ставляющей (  tEi – неотрицательная величина, 
а  tIi  – медленно изменяющаяся интенсивность 
соответствующей диффузной составляющей). 
Фазовый член  ti  может быть представлен 
в виде: iii kstkstt , где   – 
среднее значение частоты регистрируемых волн, 
k  – волновое число излучения, распространяю-
щегося в среде, si – путь в среде, проходимый 
i-й диффузной составляющей от источника до 
детектора,  t  – флуктуационная составляю-
щая фазы, обусловленная конечной шириной 
спектра регистрируемого излучения. Уравнение 
(1) может быть преобразовано к следующему 
виду:

,ss,tsskcostItItItI
N

i
iiii

N

ii
ii

N

i
i

   (2)
где введено обозначение 

iiii kstkstss,t . 
С использованием предположения о статисти-
ческой независимости интерферирующих диф-
фузных составляющих выражение (2) можно 
представить как
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 (3)
где  ii ssg   – функция когерентности реги-
стрируемого излучения, определяемая формой 
и шириной его спектра. В общем виде функция 
когерентности является комплексной и рассчи-
тывается из следующих соотношений (о взаи-
мосвязи функции когерентности и спектральной 
плотности излучения см., например, [24]):

;' vtss ii  
 ;

(4)

0

0

)(

cos)(
)(

dI

tdI
ta  , 

0

0

)(

sin)(
)(

dI

tdI
tb  , 

)(
)()(

;)()()( 22

ta
tbarctgt

tbaatg

где v – фазовая скорость света в среде (дисперсия 
среды предполагается несущественной),   – 
средняя частота в спектре, )(I  – спектральная 
плотность излучения, )(tg  и )(t  – соответ-
ственно модуль и аргумент функции когерен т-
ности.

Рассмотрим далее статистические моменты 
второго и третьего порядка флуктуаций интен-
сивности детектируемого излучения, обуслов-
ленных переходами между различными точками 
детектирования, полагая при этом зондируемую 
систему эргодической; знак  используем для 
усреднения величин по ансамблю:
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(5)
Без нарушения общности, полагая ампли-

туды интерферирующих волн одинаковыми и 
равными 1 и вводя обозначение iiii sss   , 
представим (5) как

N
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ii
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 (6)

где индекс m соответствует разности ii  . 
Допущение об одинаковых значениях ам-

плитуд интерферирующих волн, равных 1, пред-
ставляется правомерным в силу следующих 
соображений:

– при суммировании большого числа ста-
тистически независимых слагаемых статисти-
ческие свойства сумм определяются центральной 
предельной теоремой и не зависят от распределе-
ний суммируемых величин; при этом математи-
ческое ожидание и дисперсия суммы равны со-
ответственно суммам математических ожиданий 
и дисперсий слагаемых; в связи с этим вместо 
реальных распределений амплитуд интерфериру-
ющих волн могут быть рассмотрены одинаковые 
детерминированные величины;

– в дальнейшем анализе рассматриваются 
нормированные на соответствующие степени 

I  статистические моменты флуктуаций интен-
сивности ( 22 II  и 22 II ), что позволяет 
принять значения амплитуды интерферирующих 
волн равными 1. 

В дальнейшем рассмотрим следующую фор-
му функции когерентности, соответствующую 
спектральной фильтрации широкополосного 
излучения узким прямоугольным спектральным 
окном:

 
ls

lssin
l
sg

c

c

c 










.                (7)

Здесь cl  – длина когерентности спектрально 
селектируемого широкополосного излучения 
( 2

cl  , где   – длина волны, соответству-
ющая центру спектрального окна,   – его ши-
рина); форма функции когерентности, определя-
емая выражением (7), непосредственно следует 
из выражений (4).

Проводя преобразования выражений (6), 
переходя от дискретного распределения ms  к 
непрерывному при N  и рассматривая нор-
мированные значения статистических моментов 

22
2 IIM   и 33

3 IIM  , получим:

,

, 

, 

, 

, 
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Здесь  s  – функция плотности вероятности 
значений разностей оптических путей диффуз-
ных составляющих детектируемого излучения 
в среде.

Полученные выражения соответствуют ин-
терференции «скалярных» волн; в эксперименте 
подобный режим может быть реализован путем 
поляризационной дискриминации рассеянного 
неполяризованного света с использованием поля-

(8)

ризатора. Отметим, что в данном случае максималь-
ные значения нормированных статистических мо-
ментов, достигаемые в случае cl  или s  0, 
равны соответственно 2 и 6. В случае детектиро-
вания неполяризованного света, рассматриваемого 
как некогерентная смесь ортогонально поляризо-
ванных диффузных составляющих с одинаковыми 
значениями интенсивности, выражения (8) должны 
быть модифицированы следующим образом:

.IIIIIIIII

IIIIIII

II

IIIIIIII

IIIIII

II,

322333

2222

33

,2

,2

(9)

При этом имеет место равенство статисти-
ческих моментов для двух ортогональных со-
стояний поляризации. Это позволяет получить:

Соответственно выражения (8) при детекти-
ровании неполяризованного света преобразуются 
к виду
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Таким образом, предельные значения ста-
тистических моментов в данном случае равны 
1.5 и 3.0.
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(10)

2. Статистическое моделирование

переноса диффузных составляющих

в случайно-неоднородной среде

Таким образом, как в случае детектирова-
ния поляризованного излучения, так и в слу-
чае неполяризованного света, нормированные 
значения статистических моментов флуктуа-
ций интенсивности, рассматриваемые в без-
опорной НКР случайно-неоднородных сред 
как информативные параметры, выражаются 
в приближенной аналитической форме как ли-
нейные комбинации не собственного интеграла 

sdssg
0

2  и куба несобственного 

интеграла sdssg
0

. Данные конструк-

ции по сути представляют собой интегральные 
преобразования функции плотности вероятности 
разностей путей диффузных составляющих в 
среде с ядрами, равными 2sg  и sg . Для 
определения функции  s  можно восполь-
зоваться тем обстоятельством, что случайная 
величина s  представляет собой разность двух 
статистически независимых случайных величин 

is  и is  , каждая из которых характеризуется 
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функцией плотности вероятности  s  (см. 
введение). Это позволяет нам выразить  s  
следующим образом:

.s,

s,dssss
s

00

,02
0    (12)

Таким образом, решение прямой задачи 
безопорного НКР зондирования случайно-не-
однородной среды с известными оптическими 
характеристиками (коэффициентом рассеяния 

s , коэффициентом поглощения a  и параме-
тром анизотропии рассеяния g  [18]) может быть 
осуществлено по следующему алгоритму:

1) статистическое (Монте–Карло) модели-
рование переноса зондирующего излучения в 
среде для заданной геометрии зондирования и 
детектирования рассеянного света; создание мас-
сива значений оптических путей is  диффузных 
составляющих зондирующего излучения в среде;

2) частотный анализ сформированного мас-
сива значений is  с целью получения выборочной 
плотности распределения:

;; MssssNNs minmaxmm

1,...,1,0;50min Mm.msssm ;

здесь M  – число интервалов, используемых для 
частотного анализа; mN  – число значений is , по-
падающих в m-й интервал; N  – полное число 
значений is  в выборке (объем сгенерированного 
массива данных); s  – ширина интервала; значе-
ние M  целесообразно выбирать равным N
[25]; вычисляемая подобным образом выбороч-
ная плотность распределения удовлетворяет 

условию нормировки 1
1

0

ss
M

m
m ;

3) по полученной выборочной плотности ве-
роятности   ms  в соответствии с выражением 
(12) вычисляется выборочная плотность веро-
ятности разностей оптических путей   ks  
путем замены несобственного интеграла конеч-
ной суммой дискретных значений и применения 
одного из методов численного интегрирования 
(например, метода Симпсона);

4) аналогично пункту 3 по полученной вы-
борочной плотности распределения   ks  
и заданной функции когерентности детектиру-
емого излучения (например, в форме (7)) вы-

числяются значения sdssgJ
0

2
1

 и 

3

0
2 sdssgJ ;

5) по найденным величинам J1 и J2  с исполь-
зованием выражений (8) или (9) (в зависимости 
от наличия или отсутствия поляризационного 
фильтра в канале детектирования рассеянного 
излучения) вычисляются нормированные стати-
стические моменты флуктуаций интенсивности 

2M  и 3M .
В качестве примера рис. 2 и 3 иллюстриру-

ют промежуточные результаты решения прямой 
задачи НКР зондирования, соответствующие 
пунктам 2 и 3 рассмотренного алгоритма. При 
реализации процедуры Монте–Карло моде-
лирования использовался подход, описанный 
ранее в работах [21, 22]. В качестве фазовой 
функции в модели принята функция Хеньи–
Гринштейна [26], хорошо зарекомендовавшая 
себя при решении задач переноса излучения 
в случайно-неоднородных средах различной 
природы (начиная от биологических тканей и 
заканчивая композитными материалами). Учет 
поглощения среды производился для каждого 
«фотонного» пакета, распространяющегося по 
случайной трассе длиной is , путем коррекции 
значения его исходного веса, равного 1, бугеров-
ским множителем exp(−μasi). Представленные на 
рис. 2 распределения   ms  соответствуют 
случаю детектирования излучения, обратно рас-
сеянного оптически толстым слоем среды, зон-
дируемой широким коллимированным пучком 
(подобная геометрия представляет значительный 
интерес для решения прикладных задач безопор-
ного НКР зондирования). Отметим, что в данном 
случае характерной особенностью является сме-
щение моды распределений   ms  относительно 
нулевого значения ms , зависящее от оптических 
характеристик среды. Это смещение обусловлено 
существованием наиболее вероятной глубины 
проникновения зондирующего излучения в среду, 
определяемой величиной транспортной длины 
распространения света в среде.

Для распределений   ks  вне зависимости 
от величины сдвига модального значения соот-
ветствующей функции   ms  всегда характерна 
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мода (наиболее вероятное значение) при ks  = 0 
и монотонный спад плотности вероятности с 
ростом ks . Это обусловлено взаимосвязью 
функций плотности вероятности   ks  и 
  ms , описываемой выражением (12). 
Вычисление параметров J1 и J2  для функ-

ции когерентности, соответствующей прямо-
угольному спектральному окну (выражение 
(7)), для меняющихся в широких пределах 
значений оптических параметров среды и дли-
ны когерентности детектируемого излучения 
позволило установить, что между этими пара-
метрами существует достаточно универсальная 
взаимосвязь, описываемая степенной функцией 
вида

.26,2
12 JJ                      (13)

Более того, численное моделирование 
поведения параметров J1 и J2 при изменении 
отношения средней разности оптических пу-
тей к длине когерентности cl  для различных 
модельных форм распределений  s  («одно-
сторонней» треугольной, экспоненциальной 
и «односторонней» гауссовой), достаточно 
далеких от распределений s  при реальном 
переносе излучения в оптически плотных 
случайно-неоднородных средах в режиме об-
ратного рассеяния, показали выполнимость 
соотношения (13) и в этих случаях (рис. 4). 
Используемые модельные распределения за-
давались следующими выражениями:

а) «одностороннее» треугольное распреде-
ление:

;30,0

;30,
3

1
3

2

ss,s

ss
s
s

ss

б) экспоненциальное распределение:

;0,0

;0,exp1

s

s
s
s

ss

в) «одностороннее» гауссово распределение:

.s

s
s
s

ss

0,0

;0,exp2
2

2

Рис. 2. Функции плотности вероятности ρ(s) оптических 
путей диффузных составляющих зондирующего из-
лучения, полученные в результате Монте–Карло моде-
лирования. Случай детектирования обратно рассеянного 
излучения. Произведение геометрической толщины слоя 
на транспортный коэффициент рассеяния Lμ's равно: 1 – 12 
(оптически плотная среда); 2 – 0.16 (оптически тонкая 
среда). Коэффициент поглощения среды мал: μa < μ's. 
Пики на зависимости (2) соответствуют однократному и 
двукратному отражению зондирующего излучения от ниж-
ней границы слоя среды. Толщина модельной среды 2 мм
Fig. 2. Probability density functions ρ(s) of the optical paths 
of diffusing components of probe radiation obtained using 
Monte Carlo simulations. The case of backward detection. 
The factor Lμ's  equals: 1 – 12; 2 – 0.16. The absorption coef-
fi cient μa <  μ's . Peaks on the graph (2) correspond to single and 
double refl ections of probe light from the bottom boundary 

of the layer. The layer thickness is 2 mm

ρ(
s)

, m
m
−1

0.1

0.01

s, mm

1
2

Рис. 3. Функции плотности вероятности разностей опти-
ческих путей ρ(∆s) диффузных составляющих зондирую-
щего излучения, полученные в результате преобразования 
Монте–Карло данных с использованием выражения (11). 
Детектирование обратно рассеянного излучения. Значения 
параметра Lμ's: 1 – 12; 2 – 1.6; 3 – 0.4: 4 – 0.16. Толщина 

модельной среды 2 мм
Fig. 3. Probability density functions ρ(∆s) of the pathlength 
differences of diffusing components of probe radiation ob-
tained using transformation (11) of the Monte Carlo-simulated 
pathlength distributions. The case of backward detection. The 
factor Lμ's  equals: 1 – 12; 2 – 1.6; 3 – 0.4; 4 – 0.16. The layer 

thickness is 2 mm

ρ(
∆s

), 
m

m
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3. Сопоставление результатов моделирования 

с экспериментальными данными

Проверка гипотезы универсальности взаи-
мосвязи J1 и J2 (и соответственно 2M  и 3M ), 
следующей из представленных выше результатов 
математического моделирования переноса диф-
фузных составляющих зондирующего излучения 
в случайно-неоднородных средах, производилась 
с использованием двух наборов эмпирических 
данных безопорного НКР зондирования на-
сыщенных флуоресцентным красителем слоев 
плотноупакованных частиц диоксида кремния. 
Часть данных, полученная в условиях узкопо-
лосной селекции спектра флуоресцентного из-
лучения с высоким разрешением (∆λ= 0.052 нм, 
в качестве системы детектирования приме-
нялся конфокальный рамановский микроскоп 
LabRam HR800 (Horiba Jobin Yvon, США), была 
представлена ранее в работах [14–16]. Другая 
часть данных была получена с существенно 
меньшим спектральным разрешением (спектро-
метр QE65000 (Ocean Optics, США); ∆λ ≈ 1 нм; 

Рис. 4. Взаимосвязь параметров J1 и J2  для различных 
модельных форм распределений ρ(∆s) при различных зна-
чениях отношения cls . Пунктирная линия – аппрок-
симирующая степенная зависимость (13). «Открытые» 
треугольники – распределение а), сплошные круговые 
символы – распределение б), «открытые» круговые сим-
волы – распределение в). Значения отношений cls : 
i – 0; ii – 0.318; iii – 0.637; iv – 0.955; v – 1.273; vi – 1.592; 

vii – 2.228; viii – 3.183
Fig. 4. The plot of values J1  and J2 for various shapes of 
ρ(∆s) and various values of the ratio cls . Dotted line 
is the approximation (13); a) – open triangles; b) – closed 
circles; c) – open circles. The cs l ratios are equal to: i – 0; 
ii – 0.318; iii – 0.637; iv – 0.955; v – 1.273; vi – 1.592; vii – 

2.228; viii – 3.183

J1

J2
конфокальная система на основе 100× микро-
объектива (NiKon, США). В обоих случаях в 
качестве флуорофора использовался краситель 
Родамин 6Ж, накачка зондируемой среды про-
изводилась непрерывным лазерным излучением 
532 нм с плотностью мощности порядка 80 мВт/
см2. Анализ флуктуационных составляющих 
спектрально селектируемого флуоресцентного 
излучения производился для различных длин 
волн в полосе флуоресценции насыщенных 
Родамином 6Ж сред (от 560 до 700 нм). По из-
меренным в экспериментах значениям статисти-
ческих моментов восстанавливались значения 
J1 и J2 с использованием выражений (11), пред-
ставленные на рис. 5. Здесь же приведена ап-
проксимирующая степенная зависимость (13). 
Несмотря на существенный случайный разброс 

Рис. 5. Взаимосвязь параметров J1 и J2, восстановленных 
из эмпирических данных безопорного НКР зондирования 
случайно-неоднородных сред со спектральной селекцией 
широкополосного зондирующего излучения (круговые 
символы – спектральная фильтрация с ∆λ ≈ 1 нм, «мелко-
зернистая» матричная среда со средним размером частиц 
диоксида кремния ≈ 3 мкм; квадратные символы – спек-
тральная фильтрация с ∆λ= 0.052 нм, «крупнозернистая» 
матричная среда со средним размером частиц диоксида 
кремния ≈ 150 мкм). Толщина зондируемых слоев в обоих 
случаях 2 мм, объемная доля частиц ≈ 0.35. Точки соот-
ветствуют различным значениям средней длины волны 

детектируемого излучения
Fig. 5. Interrelation between the parameters J1 and J2 retrieved 
from the empirical data on the reference-free low-coherence 
refl ectometry with spectral selection of bradband probe light. 
Circles correspond to the spectral window of ∆λ ≈ 1 nm and 
a fi ne-grained matrix medium with the average size of SiO2 
particles ≈ 3 μm. Squares correspond to the spectral window 
of ∆λ= 0.052 nm and a coarse-grained matrix medium with 

the average size of SiO2 particles ≈ 150 μm

J1

J2

0.1

0.1

0.01
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исходных эмпирических значений, обуслов-
ленный конечностью анализируемых выборок 
и измерительными шумами, можно утверждать, 
что представленные на рисунке данные можно 
рассматривать как подтверждение гипотезы 
универсальности взаимосвязи параметров J1 и J2.

Отметим, что наблюдаемая особенность в 
поведении J1 и J2 (существенное убывание вбли-
зи максимума флуоресценции и возрастание на 
краях спектра) предположительно обусловлена 
нелинейным эффектом спонтанного усиления 
флуоресцентного излучения в спектральном 
интервале, характеризуемом высоким кванто-
вым выходом флуоресценции при высоких кон-
центрациях красителя. Это должно приводить 
к возрастанию средней разности оптических 
путей диффузных составляющих для данного 
спектрального интервала. В частности, оценки 
значений s  на основании результатов матема-
тического моделирования переноса спектрально 
селектируемого излучения в зондируемых средах 
позволяют предположить более чем трехкратное 
возрастание данной величины вблизи максимума 
флуоресценции по сравнению с краями спектра. 

Заключение

Разработанная методология анализа данных 
безопорного НКР зондирования с использова-
нием спектральной селекции широкополосного 
зондирующего излучения представляет интерес с 
точки зрения создания и развития новых подходов 
во флуоресцентной и спекл-коррелометрической 
диагностике случайно-неоднородных сред для 
различных приложений в биомедицине и физиче-
ском материаловедении. С другой стороны, доста-
точно высокая чувствительность разработанного 
подхода к изменениям условий переноса света 
в случайно-неоднородных средах, обусловлен-
ных различными нелинейными и резонансными 
эффектами при взаимодействии излучения со 
средами, позволяет применить эту методологию 
к анализу фундаментальных процессов взаимо-
действия света с активными случайно-неоднород-
ными средами (в частности, к анализу перехода 
от режима усиления спонтанного излучения к 
стохастической лазерной генерации в среде).
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Background and Objectives: The mathematical model of stochastic 
interference of spectrally selected fluorescence radiation in multiple 
scattering random media is considered. The expressions for the normal-
ized second- and third-order moments of spatial intensity fluctuations 
of detected probe light are derived. The developed model establishes 
the relationships between the normalized second- and third-order 
statistical moments of the intensity fluctuations of detected probe light 
and the probability density function of the pathlength differences of 
fluorescence radiation in probed media. The obtained theoretical results 

are compared with the experimental data on the reference-free low-co-
herence reflectometry of dye-saturated model random media pumped 
with a continuous-wave laser radiation. Materials and Methods: The 
discrete scattering model is applied to derive the basic relationships 
between the normalized statistical moments of intensity fluctuations 
and the probability density function of the pathlength differences. The 
Monte-Carlo technique is applied to obtain the pathlength distributions 
in probed media for used illumination and detection conditions. The 
experimental data used for verification of the developed model are 
obtained using model scattering systems on the base of densely packed 
silica grains, which are saturated by a water solution of Rhodamine 
6G and pumped by continuous-wave laser radiation at the wavelength 
of 532 nm. Results: The adequacy of the developed mathematical 
model is confirmed by the obtained experimental data. The universal 
relationship is established between the integral parameters dependent 
on the probability density function of the pathlength differences and the 
coherence function of spectrally selected probe radiation is established. 
Conclusion: The obtained results can be used as the physical base 
for the development of novel low-coherence probes for applications in 
biomedical optics and material science.
Key words: low-coherent reflectometry, stochastic interference, 
mathematical modeling of radiative transfer.
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Oбъект исследования. Нелинейное преобразования Фурье 
для лазерных импульсов, распространяющихся в оптических 
волокнах, позволяет анализировать солитонную составляющую 
сигнала. Оптические солитоны описываются набором пара-
метров, образующих так называемый дискретный солитонный 
спектр. В настоящее время обработка данных с использова-
нием нелинейного преобразования Фурье осуществляется 
при помощи электронно-цифровых устройств. При передаче 
информации при помощи оптических солитонов кодирование 
каналов может реализовываться при помощи изменения пара-
метров солитонов или так называемого солитонного спектра, 
который рассчитывается при помощи нелинейного преобра-
зования Фурье. В работе рассмотрена передача данных при 
помощи модуляции дискретной части солитонного спектра. 
Цель. Разработка способа модуляции дискретной составляю-
щей солитонного спектра с использованием специальных оп-
тических волокон. Использованные методы и подходы. В 
работе проанализировано взаимодействие оптических солито-
нов в волокне с периодическим изменением диаметра. Исполь-
зовалось численное моделирование на основе нелинейного 
уравнения Шредингера. Дискретный солитонный спектр рас-
считывался на основе данных обратной задачи рассеяния. Ос-

новные результаты. Предложена схема уплотнения каналов 
в оптоволоконных линиях cвязи, работающих с использованием 
нелинейного преобразования Фурье. Показано, что управление 
дискретным солитонным спектром может быть реализовано 
при помощи оптического волокна, имеющего периодическую 
модуляцию дисперсии вдоль его длины. Изменение расстояния 
между исходными солитонами, периода модуляции волокна по-
зволяет создавать солитонные пары с уникальным дискретным 
солитонным спектром. Этот эффект можно использовать для 
кодирования сигнала оптическими методами.

Ключевые слова: оптический солитон, обратная задача рас-
сеяния, нелинейное преобразование Фурье, мультиплексиро-
вание каналов связи.
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Введение

Системы оптоволоконных каналов связи со-
ставляют основу глобальных телекоммуникаци-
онных сетей и в настоящее время осуществляют 
передачу более 99% мирового информационного 
трафика [1]. Системы связи реализуются как 
многоканальные системы, используя различные 
методы уплотнения каналов (мультиплексиро-
вание). Уплотнение каналов позволяет органи-
зовать передачу данных от нескольких неза-
висимых абонентов. Сигналы сообщений всех 
каналов смешиваются на передающем пункте и 
поступают в линию. На приемном пункте сигна-
лы снова разделяются и преобразуются в неза-
висимые сообщения. В оптических линиях связи 
применяют временной, частотный, кодовый и 
комбинированный методы разделения каналов 
[1, 2]. Быстрое увеличение скорости передачи 
данных в основных системах волоконной связи 
в настоящее время приближается к пределам 
технологий передачи, многие из которых были 
первоначально разработаны для линейных 
(радио) каналов связи [2]. Предел спектральной 
эффективности канала накладывается нелиней-
ностью волокон [3, 4]. Поэтому использование 
«линейных методов» при передаче данных по 
реальному оптоволокну ограничено нелиней-
ными свойствами среды. Увеличение мощности 
сигнала для улучшения отношения сигнал/шум 
приводит к нелинейному искажению сигнала. 
Таким образом, нелинейность является важным 
компонентом в разработке усовершенствован-
ных волоконно-оптических систем связи, но 
инженеры, как правило, стараются уменьшить 
влияние нелинейности из-за сложности контроля 
нелинейного сигнала. 

Существует очевидная необходимость в раз-
работке новых подходов к кодированию, передаче 
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и обработке информации в каналах волоконной 
связи, которые учитывали бы нелинейные свой-
ства оптического волокна. В оптических волок-
нах нелинейность керровского типа совместно с 
аномальной дисперсией второго порядка могут 
приводить к формированию устойчивых импуль-
сов  солитонов. Cолитоны не изменяют своей 
формы при распространении на большие рассто-
яния и являются привлекательными объектами 
для организации скоростных линий связи. Одна-
ко принципиальным ограничением в использо-
вании солитонов является их взаимодействие [3, 
5]. Два синфазных солитона притягиваются друг 
к другу, что приводит к изменению временного 
интервала между импульсами. Однако данное 
обстоятельство может быть преодолено с ис-
пользованием нелинейного солитонного спектра. 
Солитонные параметры, являющиеся решением 
обратной задачи рассеяния, не изменяются при 
упругом взаимодействии солитонов и могут быть 
использованы для кодирования каналов связи. 
Впервые такой подход был предложен в работе 
[6]. Солитонный спектр можно получить из ре-
шения обратной задачи рассеяния, поставленной 
для нелинейного уравнения Шредингера [5, 6]. 
Процедура нахождения солитонного спектра 
получила название нелинейного преобразования 
Фурье [7, 8]. Cолитонный спектр содержит не-
прерывную часть, связанную с дисперсионными 
волнами, и дискретную часть, соответствующую 
отдельным солитонам. Было показано, что для 
организации канала связи можно использовать 
как непрерывную [9], так и дискретную часть 
солитонного спектра [10].

Для организации нескольких каналов тре-
буется реализовать наборы импульсов с раз-
личным дискретным солитонным спектром. В 
настоящее время такие импульсы синтезируются 
при помощи цифровых электронных устройств. 
Минимальная длительность таких импуль-
сов – несколько наносекунд, что существенно 
ограничивает скорость передачи данных. Для 
пикосекундных импульсов требуются полностью 
оптические методы. Для реализации набора 
импульсов с заданным дискретным солитонным 
спектром предлагается способ, основанный на 
разделении солитонных импульсов в оптическом 
волокне с периодическим изменением дисперсии 
[11]. Предложена схема с временным разделени-
ем каналов. 

Структура статьи следующая. В первом 
разделе рассмотрены нелинейное уравнение 
Шредингера и дискретный солитонный спектр. 
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Во втором разделе представлен способ изме-
нения дискретной составляющей солитонного 
спектра. В третьем разделе предложена схема 
мультиплексирования каналов передачи данных. 
В заключении дано резюме полученных резуль-
татов и перспективы их применения.

1. Нелинейное уравнение Шредингера

и дискретный солитонный спектр

Солитон представляет собой одно из реше-
ний нелинейного уравнения Шредингера (НУШ) 
[3, 5]: 

),,(||
2

2
2

2
2 zAAiAi

z
A          (1)

где A(z,τ) – комплексная огибающая амплитуды 
электрического поля, z – дистанция распростра-
нения, τ – время в бегущей системе координат 
τ = t–z/u, u=(∂ω /∂β) – групповая скорость 
импульса, рассчитанная для несущей частоты 
импульса ω0, β − постоянная распространения 
основной моды оптоволокна, β2 = (∂2β /∂ω2) – 
коэффициент дисперсии второго порядка [5, 
глава 1], определенный для несущей частоты 
импульса ω0, γ = (ω0/c)n2/Aeff – эффективный 
коэффициент керровской нелинейности волок-
на, n2 – нелинейный показатель преломления 
материала, Aeff  – эффективная площадь основ-
ной моды оптоволокна [3, 5]. Для нахождения 
солитонных решений (1) необходимо восполь-
зоваться методом обратной задачи рассеяния [5, 
8]. Для потенциала q(τ)=A(z,τ)(γ /|β2|)1/2, задан-
ного при фиксированном z, решается система 
дифференциальных уравнений: 

12
2

21
1 )(,)( vivq*vvivqv , (2)

гдe v1,2(z,τ) – собственные функции, λ – ком-
плексное собственное значение (спектральный 
параметр), “ * ” обозначает комплексное со-
пряжение. При численном решении системы 
(3) потенциал q(τ) задан на конечном интервале 
T1 ≤τ ≤ T2. Система (2) решается при начальных 
условиях v1(T1,λ) = exp(−iλT1), v2(T1,λ) = 0. Коэф-
фициенты матрицы рассеяния определяются как 
a(λ) = v1(T2,λ)exp(iλT2) и b(λ)=v2(T2,λ)exp(−iλT2).
Дискретные значения λj, являющиеся корнями 
уравнения a(λj)=0, представляют собой дис-
кретный солитонный спектр. Каждое решение λj 
соответствует солитону. В общем случае полное 
поле является нелинейной суперпозицией таких 
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солитонов. Для пояснения физического смысла 
параметра λj отметим, что если групповые ско-
рости всех солитонов различны, то при z → ∞ 

поля этих солитонов не будут перекрываться и 
полное поле можно представить суммой отдель-
ных импульсов:

Здесь )Im()/|(|2 2/1
20 jjA  − амплитуда со-

литона, )Re(2 1
0 jjv    определяет сдвиг частоты 

солитона jv20    где ω0 – несущая ча-

стота солитона, )Im(2 1
0 jju   , ϕ0 – начальная 

фаза. Импульс, заданный в виде 

)/sech(/||)/(),0( 020NA ,    (4)

имеет корни )2/1(  jNij , где j = 1, 2, …  
При этом j <N+1/2. Поскольку солитонный 
спектр (4) представлен чисто мнимыми чис-
лами, то несущие частоты всех солитонов со-
впадают и все солитоны распространяются с 
одинаковыми групповыми скоростями, сохраняя 
волновой пакет. При изменении действительной 
части )Re( j  несущая частота изменяется и за 
счет дисперсии изменяется групповая скорость 
солитона. Такой солитон отделяется от основного 
пакета. Отметим, что в классическом НУШ ве-
личины λj сохраняются при распространении и 
взаимодействии солитонов. Тогда как расстояние 
между солитонами и их фазы могут изменяться. 
Именно факт сохранения параметров λj в нели-
нейных оптических волокнах является ключе-
вым для использования в солитонных системах 
уплотнения каналов [6–10].

2. Способ изменения дискретной

составляющей солитонного спектра

Известно, что волокно с периодическим 
изменением дисперсии позволяет разделять оп-
тический солитон высшего порядка N>1.5 (4) на 
несколько отдельных импульсов [11]. Возможно 
объединение солитонов в интенсивный импульс 
[12]. Рассмотрим возможность изменения пара-
метров λj для двух синфазных солитонов. На-
чальное поле зададим в виде

,)/sech()/sech(),( 0000 TATAzA   (5)

где τ0 − длительность импульса, T − безразмер-
ный параметр, определяющий расстояние между 
начальными импульсами,  /||)/1( 200 A  
 амплитуда односолитонного импульса. Для 

(3)42
exp

2
sech),(
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НУШ (1) существует асимптотическое решение 
с двумя спектральными параметрами обратной 
задачи рассеяния

 .
)cosh(
1)sinh(

2
1

2,1 T
T                 (6)

При T, стремящемся к бесконечности, со-
литоны не взаимодействуют и дискретный 
солитонный спектр вырожден λ1= λ2= i0.5. 
При распространении в волокне солитоны (5) 
периодически притягиваются и отталкиваются. 
Период изменений формы импульсов определя-
ется формулой

,)(2 12
0

2
10zz p             

    (7)

где )||()2/( 1
2

2
00

 z  − период солитона [5]. 
Эволюция начального поля, определяемого 

формулой (5), показана на рис. 1. При указан-
ных параметрах точка столкновения солитонов 
располагается на расстоянии zc= zp/2=31.97 км, 
λ1= i0.4975, λ2 = i0.5025. В волокне с постоянным 
коэффициентом нелинейности γ и коэффициен-
том дисперсии второго порядка β2 параметры 
λ1 и λ2 (см. формулу (6)) остаются неизменны-
ми, несмотря на взаимодействие солитонов. 

     











, 
ps

z, km

0.01000

0.1000

1.000

Рис. 1. Эволюция двух синфазных солитонов (см. Формулу 
(5)) при τ0 = 1.14 пс, β2 = −12.76 пс2/км, γ = 8.2 (Вт ∙ км)−1, 
T = 6, zm = ∞. Шкала показывает диапазон изменения 

интенсивности в отн. ед.
Fig. 1. Evolution of two in-phase solitons (5), τ0=1.14 ps, 
β2 = −12.76 ps2/km, γ = 8.2 (W ∙ km)−1, T = 6, zm = ∞. The 

color bar shows the range of intensity change in arb. un.
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Для изменения параметров λj необходимо ввести 
возмущение в НУШ (1). Роль такого возмущения 
может играть периодическое изменение диспер-
сии в волокне с переменным диаметром. Рас-
смотрим распространение импульсов в волокне 
c дисперсией и нелинейностью, подчиняющихся 
синусоидальному закону [11]:

,)/2sin(028.012.8)(
)/2sin(2.0176.12)(2

m

m

zzz
zzz

       (8)

где β2 имеет размерность пс2/км, γ указана в еди-
ницах (Вт ∙ км)−1. При изменении диаметра во-
локна коэффициент нелинейности γ(z) изменяет-
ся достаточно слабо в сравнении с изменением 
коэффициента дисперсии β2(z), определяемого 
формулой (8). Поэтому изменение параметров 
солитонов происходит в первую очередь из-за 
модуляции дисперсии. На рис. 2 показана дина-
мика импульсов и изменение действительной и 
мнимой части параметров λ1 и λ2. 

Как видно из рис. 2, а столкновение солитонов 
происходит гораздо раньше (zc = 18.83 км), чем это 
происходит в модели НУШ с постоянными коэффи-
циентами β2 и γ (zc = zp/2 = 31.97 км) (см. рис. 1). В 
момент столкновения изменяется действительная 
часть коэффициентов λ1 и λ2 (рис. 2, б). Амплитуда 
солитонов, определяемая мнимой частью Im(λ),
практически не изменяется. После прохождения
отрезка волокна длиной 30 км солитонные па-
раметры принимают значения λ1 = −0.17 + i0.46, 
λ2 = 0.17 + i0.46. Изменяя расстояние между на-
чальными импульсами (5), можно изменять их 
величины. На рис. 3 показана динамика изменения 
солитонов при исходном расстоянии, определяемом 
параметром T = 4. Солитоны после столкновения 
формируют двухсолитонный бризер (рис. 3, а). 
Сдвиг частоты солитонов остаётся неизменным 
Re(λ1) = Re(λ2) = 0. Однако амплитуды солитонов, 
определяемые величиной Im(λ), перераспределя-
ются (рис. 3, б). При z = 30 км λ1 = i0.64, λ2 = i0.1.

Рис. 2. Столкновение двух солитонов в волокне с периодическим изменением дисперсии: а – интенсивность 
I = /A(z, τ)/2; б – действительная часть параметра λ. Начальное расстояние между импульсами Т = 6. Коэффи-

циенты β2 и γ НУШ (1) определяются формулой (8). Остальные параметры см. рис. 1

Fig. 2. Collision of two solitons in dispersion oscillating fi ber: a – intensity I = /A(z, τ)/2; b – real part of the parameter λ. 
Time separation between imtial pulses is T = 6. Coeffi cients β2 and γ of nonlinear Schrödinger Eq. (1) are given by 

Eq. (8). Other parameters are the same as in the Fig. 1
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Таким образом, используя задающий ге-
нератор лазерных импульсов, на выходе из 
волокна с периодическим изменением дис-
персии можно создавать различные наборы 
cолитонных параметров λi. Каждый из таких 
наборов можно использовать для организации 
канала связи.

3. Схема мультиплексирования каналов

передачи данных

На схеме, приведенной на рис. 4, а, импуль-
сы от волоконного лазера подаются на линию 
задержки для генерации солитонной пары. После 
усиления волокно с периодическим изменением 
дисперсии используется для создания солитонно-

А. И. Конюхов и др. Мультиплексирование сигналов в оптоволоконных линиях связи 
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Рис. 3. Столкновение двух солитонов в волокне с периодическим изменением дисперсии (8): а – интенсив-
ность I = /A(z, τ)/2; б – мнимая часть параметра λ. Начальное расстоянии между импульсами T = 4. Остальные 

параметры см. рис. 1
Fig. 3. Collision of two solitons in dispersion oscillating fi ber (8): a – intensity I = /A(z, τ)/2; b – imaginary part 

of the parameter λ. Other parameters are the same as in the Fig. 1
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Рис. 4. Схема уплотнения каналов на основе дискретного солитонного спектра: 
а – генерация заданных солитонных состояний с использованием волокна с перио-
дическим изменением дисперсии (DOF), EDFA – волоконный эрбиевый усилитель; 
б – схема объединения каналов для передачи по одному оптическому волокну

Fig. 4. A multiplexing scheme for eigenvalue based fi ber-optic transmission line: 
a – generation of given eigenvalue states using dispersion oscillating fi ber (DOF), EDFA 
is erbium-doped fi ber amplifi er; b – scheme for combining channels for transmission 

over a single optical fi ber
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го состояния с заданными параметрами λ1 и λ2. 
Объединяя несколько таких блоков (см. рис. 4, а) 
в одну передающую систему (рис. 4, б), можно 
получить многоканальную систему. Каждый из 
наборов (λj, λj+1) транслируется в определенный 
промежуток времени. Аналогичный подход был 
реализован при кодировании каналов с исполь-
зованием действительной части спектрального 
параметра Re(λ) солитона первого порядка [13]. 
Генерация солитона осуществлялась при по-
мощи электронного генератора произвольной 
формы сигнала. В предлагаемом нами подходе 
солитонные параметры λ изменяются оптиче-
ским методом. 

Демультиплексирование сигнала на око-
нечном пункте может осуществляться с исполь-
зованием когерентного детектирования [14] и 
последующим нелинейным преобразованием 
Фурье [8–10]. После прохождения волокна с 
периодическим изменением дисперсии солитоны 
приобретают различные групповые скорости. 
Временной интервал между исходными импуль-
сами должен быть достаточно большим, чтобы 
исключить перекрытие соседних импульсов. 
Данная особенность ограничивает скорость 
передачи.

Заключение

Показано, что периодическая модуляция 
дисперсии волокна может использоваться как 
средство управления солитонами. Такое опто-
волокно позволяет изменять дискретный соли-
тонный спектр. Солитонные параметры могут 
использоваться для кодирования каналов связи 
в нелинейных оптоволоконных сетях. Важным 
преимуществом предложенного подхода яв-
ляется использование полностью волоконной 
системы для генерации заданных солитонных 
состояний. Помимо практических применений 
резонансные явления в динамике солитонов 
позволяют использовать новую платформу для 
изучения физики солитонных взаимодействий.
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Background and Objectives: The nonlinear Fourier transform 
gives a powerful tool to analyze fiber-optics solitons. The solitons 
are described by a discrete set of eigenvalues of two coupled differ-
ential equations, which gives the nonlinear Fourier transform. Using 
the discrete eigenvalues for optical signal coding can increase the 
signal-to-noise ratio and reduce the effect of fiber nonlinearity. In the 
present paper an all-fiber-optics method is proposed to  modulate the 
discrete eigenvalues. When the information is transmitted using optical 
solitons, the channel coding can be realized by changing the discrete 
eigenvalues which are calculated by means of the nonlinear Fourier 
transform. A modification of optical solitons and discrete eigenvalues 
in special optical fibers is considered. Materials and Methods: The 
interaction of optical solitons in a fiber with a periodic change in the 
dispersion was analyzed. Numerical simulations based on the nonlinear 
Schrödinger equation with variable coefficients were used. The discrete 
eigenvalues were calculated using methods of the inverse scattering 
problem. Results: A multiplexing scheme for fiber-optic transmission 
lines has been proposed. Conclusion: It is shown that the discrete 
soliton spectrum can be controlledby using  a dispersion oscillating 
fiber. After propagation in a fiber with a periodic change of the disper-
sion, two interacting solitons change their complex eigenvalues. The 
magnitude and sign of the change depends on the distances between 
the solitons and on the modulation period of the fiber. The usage ofthe 
dispersion oscillating fiber allows one to create soliton pairs with a 
unique discrete eigenvalues. This phenomenon can be used to encode 
a signal by applying all-optical methods.
Key words: optical soliton, inverse scattering problem, nonlinear 
Fourier transform, multiplexing of communication channels.
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В классической электродинамике применяют по крайней мере два способа описания по-
левого импульса (linear momentum): по Абрагаму и по Минковскому. Представляет инте-
рес, какой из этих способов необходим или предпочтителен для описания импульсов при 
преломлении волны. В статье выведены тензор напряжений и плотность импульса в про-
зрачной среде с дисперсией, включая среду с отрицательными проницаемостями, и рас-
смотрено преломление волны из вакуума в среду. Импульс падающей волны сохраняется 
как сумма полевого импульса Абрагама, импульса среды под действием силы Абрагама 
и импульса, обусловленного электромагнитным давлением на границу среды. При этом 
касательная к границе тангенциальная компонента импульса является импульсом Мин-
ковского. Такое различие и сосуществование импульсов можно объяснить симметрией 
системы среда–плоскость–среда относительно сдвига вдоль границы и отсутствием сим-
метрии относительно сдвига, перпендикулярного к границе. 
Ключевые слова: сосуществование импульсов Абрагама и Минковского, среда с дис-
персией, левая среда.
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Введение

В связи с существенной ролью оптических сил в современных 
технологиях в настоящее время повышен интерес к проблеме опи-
сания сил и импульсов в среде с электромагнитным полем [1]. Во-
первых, среда испытывает силу со стороны поля при поглощении из-
лучения, и импульс поглощенной части излучения передается среде. 
Во-вторых, возникают силы при отражении и преломлении света на 
поверхности тела, когда возникает разность импульсов падающих на 
тело и уходящих от него волн, что передается телу соответствующей 
силой. В-третьих, внутри среды существуют действующие на нее 
со стороны поля объемные силы, в том числе сила Абрагама в про-
зрачном диэлектрике [2, 3]. Плотность электромагнитного импульса 
поля в системе с постоянной скоростью центра энергии определяется 
плотностью потока энергии S излучения и равна плотности полевого 
импульса Абрагама gA = (S/c2). Кроме того, в случае однородного ди-
электрика с электрической и магнитной проницаемостями ε > 0, μ > 0 
без дисперсии возможно такое описание импульса электромагнитного 
поля, при котором никакие силы в среде не рассматриваются, а поле 
характеризуется сохраняющимся импульсом с плотностью импульса 
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по Минковскому gM = εμgA [1]. Сохранение им-
пульса Минковского внутри среды подтверждено 
экспериментально, в том числе при наличии дис-
персии [4]. 

Совместимый с уравнениями электродинами-
ки Максвелла баланс сил в среде без сторонних 
источников разные авторы интерпретируют по-
своему, что приводит к разным выводам. Напри-
мер, одни допускают, что плотность импульса 
Минковского gM направлена вдоль волнового 
вектора k [5, 6], тогда как другие признают только 
плотность импульса g, направленную в сторону 
плотности потока энергии S [7]. Эти точки зре-
ния приходят в противоречие в случаях, когда 
волновой вектор k и вектор Пойнтинга S взаимно 
противоположны, в частности, в случае отрица-
тельных проницаемостей [8]. Попытки описать 
взаимодействие поля со средой с помощью обоб-
щенных сил Лоренца на поляризационные токи, 
например, в работе [9], не вполне убедительны 
ввиду постулативного характера определения 
этих токов и сил.

То обстоятельство, что нужно рассматривать 
импульс поля иногда по Абрагаму, а иногда по 
Минковскому, привело к выводу о том, что эти 
импульсы просто соответствуют разным способам 
разложения полного импульса среды и поля на 
«кинетические» либо «канонические» импульсы 
[10]. При этом возможен несколько иной акцент, 
согласно которому важен не столько выбор спо-
соба разложения полного импульса, сколько то, 
что канонический импульс Минковского является 
квазиимпульсом. Действительно, в случае среды, 
характеристики взаимодействия с которой не ме-
няются при сдвигах внутри среды, можно совсем 
не рассматривать те степени свободы, которые не 
относятся к полю. При этом выявляется сохра-
няющийся импульс в веществе – квазиимпульс, 
которым и является импульс Минковского [11]. 

В настоящей статье прослежен этот подход 
к волнам в средах с дисперсией в окнах прозрач-
ности, в том числе в метаматериалах с отрица-
тельными проницаемостями.

Импульс и квазиимпульс 

электромагнитного поля в веществе

Электромагнитные силы в веществе в от-
сутствие в нем сторонних зарядов  и 
токов  , т.е. в отсутствие в веществе силы 
Лоренца , можно найти из выра-
жения этой силы через векторы B, E, H, D поля 
с помощью уравнений Максвелла: 

,               (1)

,                (2) 

,                        (3)

.                      (4)
Условие отсутствия внешних сил

                  (5)
приобретает вид равновесия внутренних сил

.              (6)
Переходя в условии (6) к декартовым коор-

динатам, с использованием антисимметричного 
единичного тензора  получим баланс сил в 
виде

,  (7) 

где координатные индексы  принимают 
значения .

В однородной среде с материальными урав-
нениями ,  в отсутствие дис-
персии равенство (7) приобретает вид

= ,        (8)
т.е. представляет собой закон сохранения им-
пульса Минковского

.           (9)
Элементы тензора напряжений  с обратным 
знаком имеют смысл компонент плотностей 
потоков импульса [12]. Импульс Минковского 
с плотностью  в среде без дис-
персии сохраняется как квазиимпульс, что 
обусловлено инвариантностью характеристик 
при сдвигах в однородной среде, как было пока-
зано в работе [11]. Так как в законе сохранения (7) 
учитываются только степени свободы электро-
магнитного поля в неподвижной среде, то и при 
наличии дисперсии этот закон остается законом 
сохранения квазиимпульса поля.

Чтобы учесть дисперсию проницаемостей 
в законах сохранения, рассматривают плоскую 
квазимонохроматическую волну в окрестности 
частоты  с комплексными напряженностями 
электрического и магнитного поля (наклонный 
шрифт) , характеризуемыми частотой ,
волновым вектором  и медлен-
но меняющимися амплитудами  [2, 6, 7]:
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,  (10)

. (11)
Волновой фронт распространяется с фазовой ско-
ростью , амплитуда – с групповой 

скоростью . Для полей с квадра-
тичным по полевым переменным и их производ-
ным лагранжианом групповая скорость совпадает 
со скоростью переноса энергии [13]. Материальные 
уравнения с учетом дисперсии имеют вид [2, 6]:

,                            (12)

,                     (13)

,                          (14)

.                 (15)

Взаимосвязь между медленно меняющимися 
амплитудами поля и волновым вектором согласно 
уравнениям Максвелла в нулевом приближении 
имеет вид

,,   0.  (16)
С учетом последних соотношений удобно вы-
разить векторное произведение индукций волны 
только через электрическое поле:

 
. (17)

При подстановке выражений (13), (15), (17) в 
баланс сил (7) оказывается, что в первом по-
рядке малости поправок на дисперсию прони-
цаемостей правая часть (7) остается неизмен-
ной, а в левой части появляются производные 
по времени, которые имеют смысл поправки 
к силе, обусловленной изменением импульса, 
то есть должны быть перенесены в правую 
часть. В итоге закон сохранения импульса для 
плоской волны в среде с дисперсией приоб-
ретает вид 

(18)

Видно, что плотность квазиимпульса  в случае 
дисперсии отличается от плотности  в отсутствие 
дисперсии множителем

  .       (19)
Этот результат фактически повторяет то обоб-
щение импульса Минковского, которое сделано 
в работе [7] с использованием BED-формы урав-
нений Максвелла. 

Полезно отметить, что при подстановке вы-
ражений (12), (14) в условие баланса сил (7) тот 
же результат (18) получится, если выполняется 
условие

. (20)
Как известно, плотность электромагнитной 

энергии в среде с дисперсией выражается фор-
мулой Бриллюэна [2, 7]:

=

.   (21)
Из равенств (18), (19), (21) следует, что плотность 
квазиимпульса Минковского с учетом дисперсии 
связана с плотностью энергии и волновым век-
тором точно так же, как в случае без дисперсии:

.      (22)
В веществе с отрицательными проницаемо-

стями ε < 0, μ < 0 согласно уравнениям Макс-
велла (1), (2) волновой вектор и напряженности 
поля (10), (11) образуют левую тройку векторов 

, т.е. волновой вектор направлен 
противоположно вектору плотности потока 
энергии [8, 14]. В законе преломления для из-
менения углов распространения на границе с 

=× ×
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таким веществом удобно представлять показа-
тель преломления в виде  и считать 
его отрицательным [8]. Однако в соотношении 
(22), связывающем между собой квадратичные 
по амплитудам поля величины, этого делать не 
следует, как и в случае с формулами Френеля 
для амплитудных коэффициентов отражения и 
преломления [15, 16]. Действительно, с помощью 
соотношения (16) нетрудно получить выражение 
для плотности потока энергии в виде [6, 7, 17]

=

 .  (23)

Видно, что если в этом квадратичном по ам-
плитудам соотношении заменить  на отри-
цательный показатель преломления  
в среде с , то получится не левая, 
как должно быть, а правая тройка векторов 

. Таким образом, извлечение корня 
в равенствах (22), (23) не следует сопровождать 
сменой знака и с учетом положительности плот-
ности энергии плотность импульса Минковского 
сонаправлена с волновым вектором: .
Важно, что макроскопическая плотность им-
пульса  соответствует квазиимпульсу фотона 
в среде  и энергии фотона ,
для которых справедливы законы сохранения 
[1, 18–20]. Таким образом, если помещенное в 
среду с отрицательными проницаемостями тело 
поглощает излучение, оно должно приобретать 
импульс, направленный навстречу потоку энер-
гии излучения [21]. Из соотношения (22), опре-
деления плотности полевого импульса Абрагама 

, а также из того, что плотность 
потока энергии  определяется групповой 
скоростью , вытекает следующее соот-
ношение между плотностями импульса Абрагама 
и Минковского:

.
(24)

В отсутствие дисперсии ,
 и равенство (24) сводится к привычно-

му соотношению между плотностями импульса 
Минковского и Абрагама . В среде 
с отрицательными проницаемостями ε < 0, 
μ < 0 направления групповой и фазовой скоро-
стей противоположны, , и плот-
ность импульса Минковского противоположна 
плотности импульса Абрагама. 

Потоки импульса электромагнитного поля

в веществе

Для плоской волны согласно закону сохра-
нения (18) тензор напряжений определяется эле-
ментами, совпадающими с элементами полевой 
части тензора напряжений Питаевского [6], и 
может быть выражен только через электрическое 
поле в виде

..                    (25)

Важно, что тензор напряжений в плоской волне 
можно выразить через групповую скорость и 
волновой вектор [5, 6, 16]. Выразим групповую 
скорость с помощью вектора Пойнтинга через 
полевые переменные. Пользуясь соотношением 
(16) , получим:

.   (26)
Учитывая поперечность волны, выполним пре-
образование:

 

 =

=

        (27)

и приведем соотношение (26) к виду

. (28)

Согласно последнему соотношению тензор на-
пряжений можно представить в форме

 

.                  (29)
В этой форме тензор напряжений совпадает с 
тензором напряжений Полевого–Рытова [5], как 
и должно быть для плоской квазимонохромати-
ческой волны [6, 16]. Нетрудно проверить, что 
величина (29) представляет собой плотность по-
тока β-направлении α-компоненты импульса (22):

.
(30)

Выражения (29), (30) показывают, что в средах 
с отрицательными проницаемостями, когда 
волновой вектор и групповая скорость противо-
положны по направлению , полевые 
напряжения в среде противоположны по знаку 
по сравнению с напряжениями в среде с поло-
жительными проницаемостями. 
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Электромагнитные импульсы 

при преломлении волны

Для иллюстрации представленных выше 
соотношений рассмотрим преломление без от-
ражения поляризованной волны, падающей на 
границу раздела между воздухом и диэлектриком 
под углом Брюстера. В случае поляризации в 
плоскости падения угол Брюстера  определен 
выражениями 

 ,

.        
(31)

При этом угол преломления  согласно закону 
преломления удовлетворяет условию

. (32)
Рассмотрим для простоты случай , 

когда , т.е. 
.    (33)

Нормальные к границе раздела составля-
ющие скорости распространения волнового 
фронта  в вакууме и  в 
диэлектрике оказываются в этом случае равны-
ми, поэтому объемы , , заметаемые фронтом 
в единицу времени в вакууме и в диэлектрике, 
равны между собой. Следовательно, объем, со-
держащий определенное количество энергии 
волны (цуг, пакет), и плотность энергии остаются 
после преломления волны Брюстера в среду без 
дисперсии неизменными, w0 = w'. Импульсы та-
кого пакета просто пропорциональны векторам 
плотностей импульсов. Согласно формуле (22) в 
этом случае тангенциальные компоненты плот-
ности импульса Минковского  
в падающей волне и  в пре-
ломленной волне равны между собой. Это вполне 
соответствует тому, что сдвиг в тангенциальном 
направлении совмещает систему среда–граница–
среда с собой, и в этом направлении сохраняется 
квазиимпульс. 

В нормальном к границе раздела направ-
лении инвариантность при сдвиге отсутствует 
и нормальная составляющая квазиимпульса не 
сохраняется. В этом направлении сохраняется 
плотность потока энергии и вместе с ней нор-
мальная компонента плотности полевого им-
пульса Абрагама. В диэлектрике присутствует 
также импульс, порожденный объемной силой 
Абрагама на диэлектрик. 

Кроме того, следует учитывать давление 
поля на границу раздела. Оно равно разности 
давлений на противоположные стороны границы 

и определяется различием тензоров напряжений 
в среде и вакууме. По воздействию на диэлектрик 
давление эквивалентно нормальному к границе 
потоку импульса. При этом в общем случае среды 
с дисперсией энергия, приходящаяся на один цуг 
волны, сосредоточена в объеме  с эффектив-
ной плотностью  Поскольку объ-
емы цуга до и после прохождения через границу 
пропорциональны нормальным скоростям, то 

. Этот 
результат вполне соответствует формуле Брил-
люэна (21). В направлении из вакуума к границе 
с нормалью  в сторону диэлектрика давление 

 с учетом представления (29) для тензора на-
пряжений определяется следующей разностью 
давлений по обе стороны границы:

 

= 

.         (34)
В последнем соотношении учтено, что косинусы 
направляющих углов волнового вектора и груп-
повой скорости совпадают в обычных средах 
(верхний знак) и имеют противоположные знаки 
в средах с отрицательными проницаемостями 
(нижний знак). Таким образом, отнесенная к 
среде эффективная плотность импульса давления 
на поверхность рассматриваемым пакетом равна

= ,             (35)

так как ..

Если  – объем, заметаемый с фазовой ско-
ростью волновым фронтом, то объем, который 
заполняется энергией с групповой скоростью, 
равен . Импульс 
давления, оказываемого цугом на границу среды, 
в соответствии с плотностью (35), равен

.                 (36) 

Нормальная к границе составляющая им-
пульса Абрагама преломленного цуга в среде 
выразится через нормальную составляющую 
импульса падающего цуга формулой

В. И. Цой. Электромагнитные импульсы при преломлении волны в среду с дисперсией
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.    (37)
Аналогично нормальную составляющую им-
пульса Минковского запишем в виде

=

. (38)

Примем естественное предположение, что 
импульс силы Абрагама в среде с дисперсией 
численно равен, как и в среде без дисперсии, 
разности импульсов Минковского и Абрагама. 
Тогда нормальный импульс силы Абрагама с 
учетом выражений (37), (38) имеет вид 

.  (39)

В результате получаем, что нормальный 
импульс цуга падающей волны сохраняется по-
сле преломления как сумма импульса давления 
на границу, импульса Абрагама и импульса силы 
Абрагама в объеме цуга:

.               (40)
Этот баланс выполняется и для тангенциаль-

ных составляющих. Тангенциальное напряжение 
 вдоль границы определяется величиной 

 =

.
(41)

Следовательно, сдвиговый импульс цуга на 
границе при полном преломлении отсутствует:

.    (42)

Тангенциальный импульс Абрагама   в пре-
ломленном цуге зависит от показателей прелом-
ления и направлен противоположно в средах с по-
ложительной и отрицательной проницаемостями: 

. (43)

Тангенциальные импульсы Минковского в цуге 
до и после преломления, как уже отмечалось, 
одинаковы:

=

. (44)

Tангенциальный импульс силы Абрагама 
 определим аналогично нормальному им-

пульсу (39):

. (45)

Из соотношений (42), (43), (45) получаем 

.            (46)

Таким образом, согласно равенствам (40), 
(46) импульс цуга падающей волны сохраня-
ется после преломления как сумма импульса 
давления на границу, импульса Абрагама и им-
пульса силы Абрагама в объеме цуга. При этом 
тангенциальная составляющая этой суммы (46) 
представляет собой тангенциальную составля-
ющую импульса Минковского (44), поскольку 
слагаемое  равно нулю. Нормальная же со-
ставляющая импульса цуга не сохраняется как 
импульс Минковского. 

Заключение 

Закон сохранения импульса приобретает 
простую форму сохранения квазиимпульса в тех 
направлениях, в которых имеется однородность 
характеристик среды, например, в направлениях 
вдоль плоской границы между однородными 
средами. В частности, в приходящей и исходя-
щих от границы монохроматических волнах со-
храняется тангенциальная компонента импульса 
Минковского. В нормальном направлении к гра-
нице раздела вследствие непрерывности плот-
ности потока энергии непрерывна нормальная 
компонента плотности импульса Абрагама. В 
этом направлении импульс сохраняется после 
преломления как сумма импульса давления на 
границу, импульса Абрагама и импульса силы 
Абрагама. 

Следует заметить, что в случае с дисперси-
ей плотность импульса Mинковского остается 
связанной с плотностью энергии и фазовой 
скоростью таким же соотношением, как и в 
случае без дисперсии. В средах с дисперсией, в 
том числе с противоположными направлениями 
потока энергии и волнового вектора, импульс 
Минковского остается сонаправленным с вол-
новым вектором. При этом плотность импульса 
Минковского в среде с дисперсией связана с 
плотностью импульса Абрагама коэффициен-
том, равным произведению фазового и группо-
вого показателей преломления, причем в средах 
с противоположными фазовой и групповой 
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скоростью импульсы Абрагама и Минковского 
противоположны друг другу. 

При описании электромагнитного давления 
на границу раздела сред важно использовать 
соответствующие выражения для тензора по-
левых напряжений. Соответствующая полевая 
часть тензора напряжений Питаевского может 
быть выражена для волны в среде с диспер-
сией в форме тензора Полевого–Рытова через 
произведение компонент фазовой и групповой 
скорости.

В заключение заметим, что вопрос об элек-
тромагнитных импульсах и пондеромоторных 
силах существенно усложняется, когда прихо-
дится учитывать поглощение в среде [22] или 
форму облучаемого тела [23].
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Electromagnetic Momenta at Wave Refraction 

into Dispersive Medium

V. I. Tsoy

Valery I. Tsoy, ORCID 0000-0001-8055-4385, Saratov State Uni-
versity, 83, Astrakhanskaya Str., Saratov, 410012, Russia, tsoyvi@
info.sgu.ru

Background and Objectives: There are two types of a field 
momentum in the classical electrodynamics, namely, the Abraham 
momentum, and the Minkowski momentum. The question arises 
how these momenta are conserved in the refraction on the bound-
ary surface of a medium. Methods: The electromagnetic stress 
tensor and momentum density in a dispersive medium, including the 
case of negative permittivity and negative permeability, are derived 
and used in this paper. Results and Conclusion: It is shown 
that the momentum of an incidence wave is conserved as the sum 
of the Abraham momentum, the Abraham force momentum, and 
the momentum of the electromagnetic pressure on the boundary 
surface of the medium. In the same time, the tangential compo-
nent of the incidence momentum is conserved as the Minkowski 
momentum. The reason is that there is an invariance of the 
"vacuum–plane–matter" system in the transfer along the boundary 
surface of the medium. Consequently, a quasi-momentum should  
be conserved in this direction. On the other hand, there is no such 
symmetry in the direction perpendicular to the boundary surface of 
the medium. Consequently, any quasi-momentum in this direction 
does not exist. This shows that the Abraham momentum and the 
Minkowski momentum can work together, although these quantities 
corresponds to the different expansions of the total momentum 
into field and media parts.
Key words: coexistence of the Abraham and Minkowski momenta, 
dispersive medium, left-handed medium.
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Объект и цель исследования. Оптическое просветление твердой мозговой оболоч-
ки за счет применения гиперосмотических иммерсионных жидкостей важно для раз-
вития неинвазивных методов оптической томографии мозга и при исследовании микро-
циркуляции и гомеостаза тканевых жидкостей. Оно позволяет значительно увеличить 
пространственное разрешение и глубину зондирования тканей. Очевидно, что количе-
ственное описание процессов оптического просветления требует разработки надежных 
физико-математических моделей, которые, в свою очередь, требуют знания параметров 
скорости диффузии иммерсионных агентов в биотканях. И хотя диффузия многих био-
логически совместимых веществ, в частности глюкозы, в водных растворах достаточно 
хорошо описана, их диффузия в биотканях продолжает оставаться малоизученной об-
ластью исследований. Таким образом, целью данной работы является измерение от-
носительного коэффициента диффузии глюкозы в твёрдой мозговой оболочке человека. 
Материалы и методы. Исследования были выполнены in vitro на 10 образцах твердой 
мозговой оболочки человека. Метод оценки относительного коэффициента диффузии 
иммерсионных жидкостей в биоткани основан на анализе кинетики изменения коллими-
рованного пропускания образца биоткани под действием данных жидкостей. Кинетика 
замещения внутритканевой жидкости регистрировалась путем последовательной запи-
си спектров коллимированного пропускания в диапазоне 400–700 нм на спектрометре 
USB4000-Vis-NIR (Ocean Optics, США). Для количественного описания процесса заме-
щения предложена модель, предполагающая постоянство коэффициента диффузии во 
всем объеме образца биоткани. В работе представлены результаты экспериментов, вы-
полненных для 40%-ного раствора глюкозы. Определение коэффициента диффузии глю-
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козы выполнено путем аппроксимации экспериментальных данных 
в рамках предложенной модели. Результаты. Было получено, что 
значение коэффициента диффузии глюкозы в твердой мозговой 
оболочке равно 6.08×10-6  2.26×10-8 см2/с. Коэффициент прони-
цаемости твердой мозговой оболочки для глюкозы, рассчитанный 
с использованием 1-го закона Фика, равен (1.3 0.13×10−4 cм/с. 
Полученные результаты могут быть использованы как при разра-
ботке новых и оптимизации существующих неинвазивных методов 
оптической томографии, так и для развития методов лазерной те-
рапии различных заболеваний мозга.
Ключевые слова: коэффициент диффузии, твердая мозговая 
оболочка, глюкоза, управление оптическими параметрами био-
тканей.
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Введение

Развитие оптики биотканей стимулирует 
постоянное совершенствование как методов 
неинвазивной оптической визуализации неодно-
родностей, скрытых в толще биоткани, так и 
методов лазерной терапии и хирургии. Интерес 
к использованию оптических методов для диа-
гностики и лечения различных заболеваний воз-
растает в связи с их относительной простотой, 
достаточно низкой себестоимостью и безопас-
ностью для пациента. В то же время серьезной 
проблемой современной лазерной медицины 
продолжает оставаться транспорт зондирующего 
излучения через поверхностные слои биоткани. 
В частности, при диагностике заболеваний мозга 
оптическими методами значительное рассеяние 
излучения видимого и ближнего инфракрасного 
спектрального диапазона кожей, костями черепа 
и твердой мозговой оболочкой ограничивает 
пространственное разрешение и глубину зонди-
рования тканей мозга [1–19].

Хорошо известно, что основной причиной 
рассеяния оптического излучения в клеточных 
структурах и биотканях является различие пока-
зателей преломления между структурными ком-
понентами ткани (в частности, коллагеновыми 
и эластиновыми волокнами) и внутритканевой 
средой, а также между клеточными органеллами 
и цитоплазмой клеток [20, 21]. Как показано в ра-
ботах [1–19, 22–30], рассеивающими свойствами 
соединительных тканей можно достаточно эф-
фективно управлять путем воздействия на ткань 
с помощью гиперосмотических иммерсионных 
агентов, которые вызывают диффузию воды из 
внутритканевого пространства и частично заме-
щают собой внутритканевую жидкость. Введение 
в биоткань иммерсионного агента, обладающего 
более высоким показателем преломления, чем у 
внутритканевой жидкости, согласует показатели 
преломления рассеивателей и внутритканевой 

среды, что значительно снижает рассеяние све-
та в биоткани. Такое управление важно как для 
выяснения фундаментальных закономерностей 
метаболизма биотканей, так и при реализации 
методов оптической и лазерной диагностики, 
терапии и хирургии. В частности, снижение све-
торассеяния в твердой мозговой оболочке за счет 
применения гиперосмотических иммерсионных 
жидкостей важно для развития неинвазивных 
методов оптической томографии мозга и при 
индикации гомеостаза тканевых жидкостей.

Необходимо отметить, что применение 
иммерсионных жидкостей может вызывать как 
дегидратацию, так и набухание биотканей, в за-
висимости от рН используемых растворов [2–6, 
15, 31, 32]. Хорошо известно, что изменение pH 
среды в более кислую или щелочную сторону 
от изоэлектрической точки коллагена (рН = 7.4) 
[31, 32] увеличивает степень его набухания. Это 
объясняется появлением положительного или от-
рицательного заряда у высокомолекулярных кол-
лагеновых волокон и, следовательно, повышением 
степени их гидратации. Увеличение гидратации, в 
свою очередь, разделяет волокна, в пространство 
между ними проникает иммерсионный раствор, 
что и приводит к увеличению объема биоткани.

Знание коэффициентов диффузии необхо-
димо для построения математических моделей, 
адекватно описывающих процессы взаимодей-
ствия иммерсионных жидкостей с биотканями. И 
хотя диффузия многих биологически совмести-
мых жидкостей в водных растворах достаточно 
хорошо описана, их диффузия в биотканях про-
должает оставаться малоизученной областью 
исследований.

В настоящее время в качестве иммерсион-
ных агентов используются различные биологиче-
ски совместимые гиперосмотические жидкости, 
такие как растворы глицерина, пропиленгликоля, 
полиэтиленгликоля, рентгеноконтрастные веще-
ства (ТразографTM, ВерографинTM, ОмнипакTM), 
диметилсульфоксид и другие [1–18]. Оптическое 
просветление кожи исследовалось в работах [1–6, 
8, 11, 22]. Влияние иммерсионных жидкостей на 
оптические характеристики костей черепа было 
показано в работах [12–14]. Оптическое просвет-
ление твердой мозговой оболочки под действием 
водных растворов глицерина, маннитола и глюко-
зы относительно малой концентрации ранее было 
исследовано в работах [7, 9, 15–18]. Однако по-
скольку при оптическом просветлении эффектив-
ность данного процесса, т.е. степень снижения 
светорассеяния, определяется в первую очередь 
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значением показателя преломления иммерси-
рующей жидкости по отношению к значению 
показателя преломления рассеивающих частиц 
биоткани, возникает необходимость использо-
вания иммерсионных жидкостей с максимально 
возможным значением показателя преломления. 
При этом для их клинического применения не-
обходимо учитывать как их биосовместимость, 
так и скорость диффузии в биотканях. Один из 
возможных кандидатов на роль такого агента  
водный 40%-ный раствор глюкозы, который раз-
решен к клиническому применению [33], имеет 
достаточно высокий показатель преломления 
и, как показали исследования на других био-
тканях [1–6], достаточно быстро диффундирует 
в биоткань.

В настоящей работе выполнена оценка как 
относительного коэффициента диффузии глюкозы 
в твердой мозговой оболочке человека на основе 
in vitro экспериментальных исследований изме-
нения оптических свойств при воздействии на 
биоткань водного 40%-ного раствора глюкозы, так 
и коэффициента проницаемости твёрдой мозговой 
оболочки для исследуемого раствора глюкозы.

Материалы и методы

Образцы твердой мозговой оболочки челове-
ка были получены методом аутопсии не позднее 
24 часов post mortem и хранились в течение суток 
при температуре −12°С. Перед проведением из-
мерений твердая мозговая оболочка разморажи-
валась, и из нее вырезались образцы размером 
10×15 мм. Непосредственно перед проведением 
экспериментальных исследований и после них у 
образцов измерялась толщина. Для исследования 
кинетики изменения коллимированного пропу-
скания твердой мозговой оболочки в процессе 
ее просветления под действием иммерсионной 
жидкости использовались десять образцов био-
ткани, толщина которых варьировала в диапазоне 
от 0.5 до 0.9 мм (измерения толщины образцов 
производились с помощью микрометра; точность 
измерений ±10 мкм).

Измерение спектров коллимированного 
пропускания образцов биотканей проводилось 
с помощью многоканального спектрометра 
USB4000-Vis-NIR (Ocean Optics, США). Обра-
зец ткани закреплялся на пластиковой пластине 
площадью 3.5×1.5 cм2 с отверстием в центре 
площадью 8×8 мм2 и помещался в стеклянную 
кювету объемом 5 мл с раствором глюкозы. Кю-
вета устанавливалась между двумя оптическими 
волокнами QP400-1-VIS-NIR (Ocean Optics, 

США) с внутренним диаметром 400 мкм. Для 
обеспечения коллимированности пучка на торцах 
волокон с помощью стандартных разъемов SMA-
905 закреплялись коллиматоры 74-ACR (Ocean 
Optics, США). В качестве источника излучения 
использовалась галогенная лампа HL-2000 
(Ocean Optics, США). Спектры коллимирован-
ного пропускания регистрировались в области 
400–700 нм каждые 1–2 мин в течение 20–25 мин 
с момента помещения образца твердой мозговой 
оболочки в раствор глюкозы. Ошибка измерений 
не превышала 5% от измеряемой величины в 
диапазоне длин волн выше 500 нм и 10% в более 
коротковолновой области спектра. До и после 
окончания спектральных измерений измерялись 
толщина и вес образцов. Все измерения прово-
дились при комнатной температуре ~20°C.

В качестве иммерсионного агента исполь-
зовался водный 40%-ный раствор глюкозы для 
инъекций (ОАО «Дальхимфарм», Россия); pH 
раствора 3.5. Показатель преломления раствора 
1.391. Измерение показателя преломления рас-
твора было выполнено на рефрактометре Аббе 
ИРФ-454Б2М (ЛОМО, Россия) на длине волны 
589 нм. Измерения pH раствора проводились на 
pH-метре «Hanna» (Германия).

Для исследования кинетики набухания 
образцов твердой мозговой оболочки под дей-
ствием раствора глюкозы выполнялись весовые 
измерения пяти образцов ткани с помощью 
электронных весов SA210 (Scientech, США) с 
точностью ±1 мг. Для этого образцы твердой 
мозговой оболочки помещались в кювету с 40%-
ным раствором глюкозы, а затем с интервалом в 
1 мин вынимались из раствора и взвешивались 
в течение 30 мин.

Временная зависимость степени набухания 
биоткани H (t) аппроксимировалась феномено-
логическим выражением [15, 34]:

     
    0

1 exp
0 w sw

M t M t
H t A t

M t


 
   


, (1)

где  M t  – масса образца биоткани в различные 
моменты времени; Aw и sw  – феноменологиче-
ские константы, описывающие процесс измене-
ния массы образца под действием раствора глю-
козы. Тогда изменение объема биоткани можно 
записать в следующем виде:
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0 1 expw sw
gl

M t
V t A t 




       ,  (2)
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где 1.157gl   г/мл – плотность раствора глюкозы 
[35]. Уравнение (2) можно переписать в более 
простой форме:

      0 1 exp swV t V t A t      ,     (3)

где 
 0

w
gl

M t
A A




 . Поскольку изменение объ-

ема образца твердой мозговой оболочки проис-
ходит в основном за счет изменения его толщины 
 l t , то оно может быть выражено следующим 

образом:
      *0 1 exp swl t l t A t      ,     (4)

где *A A S , а S – площадь образца, см2.
Толщина образца l вычислялась в каждый 

момент времени с помощью уравнения (4). 
Для оценки констант A  и sw  использовались 
весовые измерения образцов твердой мозговой 
оболочки.

Рассеивающие свойства твердой мозговой 
оболочки определяются ее структурой и отно-
шением показателей преломления рассеивающих 
свет неоднородностей (коллагеновых волокон) 
и внутритканевой жидкости твердой мозговой 
оболочки, заполняющей межфибриллярное про-
странство.

При исследовании взаимодействия водного 
раствора глюкозы с образцами твердой мозговой 
оболочки предполагалось, что в результате этого 
взаимодействия изменяется только показатель 
преломления внутритканевой жидкости твердой 
мозговой оболочки, вследствие диффузии в био-
ткань иммерсионной жидкости и осмотического 
оттока воды из биоткани. При диффузии внутрь 
биоткани вещества с показателем преломления 
бо́льшим, чем у внутритканевой жидкости, и 
оттока воды из биоткани происходит согласо-
вание показателей преломления рассеивателей 
и внутритканевой жидкости, что приводит к 
уменьшению коэффициента рассеяния биотка-
ни. Исследование кинетики данного процесса 
позволяет оценить коэффициент диффузии как 
меру средней скорости обменного потока гипе-
росмотической жидкости в биоткань и воды из 
биоткани [34].

В данном случае коэффициент диффузии 
характеризует среднюю скорость обменного по-
тока просветляющего агента (молекул глюкозы) в 
биоткань и воды из биоткани, т.е. относительный 
коэффициент диффузии. Поскольку с большой 
степенью достоверности соединительные тка-
ни (и в особенности внутритканевый матрикс 

этих тканей) могут быть представлены как по-
лиэлектролитные гели [32, 36–38], то в силу 
этого описание процесса диффузии может быть 
выполнено с привлечением хорошо развитого 
аппарата физической и коллоидной химии [39, 
40]. Согласно данному подходу подвижность 
молекул в бинарных системах характеризуется 
парциальными коэффициентами самодиффузии 
молекул растворителя (в нашем случае воды) 
и молекул растворенного вещества (глюкозы). 
При этом потоки молекул растворителя и рас-
творенного вещества взаимодействуют друг 
с другом, и соответствующие коэффициенты 
диффузии называются связанными друг с дру-
гом коэффициентами взаимодиффузии [39, 40]. 
К сожалению, в настоящее время не существует 
надежных методов раздельного измерения этих 
коэффициентов или они могут быть измерены 
только в отдельных частных случаях. Тогда при 
анализе диффузии высококонцентрированных 
веществ в биотканях можно говорить лишь об 
относительном коэффициенте диффузии, ха-
рактеризующем среднюю скорость обменного 
потока просветляющего агента в биоткань и воды 
из биоткани.

Процесс транспорта глюкозы в твердую 
мозговую оболочку описывался в рамках модели 
свободной диффузии. Были сделаны следующие 
допущения относительно процесса переноса: 
1) имеет место только концентрационная диф-
фузия, т.е. обменный поток глюкозы в биоткань 
и воды из ткани в данной точке пропорционален 
градиенту концентрации глюкозы в этой точке; 
2) коэффициент диффузии постоянен во всех 
точках внутри исследуемого образца биоткани.

Геометрически образец твердой мозговой 
оболочки представлен плоско-параллельной 
пластиной конечной толщины. Так как площадь 
верхней и нижней поверхностей данной пла-
стины намного превышает площадь ее боковых 
сторон, то можно пренебречь краевыми эффек-
тами и решать одномерную задачу диффузии, 
т.е. уравнение

   2

2

, ,C x t C x t
D

t x
 


 

, 

где С(x,t) – концентрация глюкозы в твердой 
мозговой оболочке, г/мл; D – коэффициент диф-
фузии, см2/с; t – время, в течение которого проис-
ходит процесс диффузии, с; x – пространственная 
координата по толщине образца биоткани, см. 
Поскольку в экспериментах объем раствора глю-
козы (3000 мм3) значительно превышал объем 
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образца твердой мозговой оболочки (100 мм3), 
то соответствующие граничные условия имеют 
вид:     00, ,C t C l t C  , где С0 – концентрация 
глюкозы в растворе; l – толщина образца био-
ткани, см. Начальные условия отражают факт 
отсутствия глюкозы во всех внутренних точках 
образца твердой мозговой оболочки до его ин-
кубации в раствор, т.е.  ,0 0C x  .

Решение уравнения диффузии позволяет оце-
нить среднюю концентрацию раствора глюкозы 
внутри образца в каждый момент времени [34]:

 
 

  2 2 2
0 22

0

8 11 exp 2 1
2 1i

C t C i t D l
i








 
    

  


(5)
или в первом приближении

    2 2
0 1 expC t C t D l   .        (6)

Использование уравнения (6) позволяет, 
воспользовавшись соотношением  ngl = nH2O + 
+ 0.1515∙Сgl [41], для водных растворов глюко-
зы, где ngl  – показатель преломления раствора 
глюкозы, nH2O – показатель преломления воды 
и Сgl – концентрация глюкозы в растворе, г/мл, 
оценить временную зависимость изменения по-
казателя преломления внутритканевой жидкости: 

     0 0.1515 1I In t n C t    , где  In t  – пока-
затель преломления внутритканевой жидкости, из-
меняющийся по мере замещения внутритканевой 
жидкости раствором глюкозы; nI0 – показатель 
преломления внутритканевой жидкости в на-
чальный момент времени и φ – объемная доля 
рассеивателей в биоткани для твердой мозговой 
оболочки φ = 0.3 [15].

Изменение In  приводит к уменьшению коэф-
фициента рассеяния твердой мозговой оболочки 

s , который для системы рассеивателей в виде 
бесконечных цилиндров имеет вид [34, 42–44]:

     3

2

1
1s st t

a
 

 





,              (7)

где s  – сечение рассеяния, которое в прибли-
жении Рэлея–Ганса для системы бесконечных 
цилиндров [43, 44] описывается выражением:
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, (8)

где    2 Ix t an t   – параметр дифракции, 

   c Im t n n t  – относительный показатель 
преломления рассеивателей, nc – показатель пре-
ломления коллагеновых волокон твердой мозго-
вой оболочки и а  50 нм [15] – средний радиус 
цилиндров (рассеивателей).

Очевидно, что набухание образцов биоткани 
будет приводить к изменению объемной доли 
рассеивателей и соответственно фактора упаков-
ки и числа рассеивателей в единице объема (см. 
уравнение (7)). С учетом уравнения (3) кинетика 
изменения объемной доли рассеивателей будет 
описываться выражением [15]

     
    

0 0
0 1 exp sw

t V t
t

V t A t





  


   
.     (9)

Зависимость коэффициента коллимирован-
ного пропускания образца твердой мозговой 
оболочки, помещенного в раствор глюкозы, от 
времени имеет вид

       expc a sT t t l t  � ,       (10)

где a  – коэффициент поглощения образца твер-
дой мозговой оболочки. При расчетах исполь-
зовались значения коэффициентов поглощения, 
измеренные в работе [16].

Уравнения (4) – (10) определяют зависимость 
коэффициента коллимированного пропускания от 
концентрации раствора глюкозы внутри образца 
твердой мозговой оболочки, т.е. формируют пря-
мую задачу. Обратной задачей в данном случае 
является восстановление значения относительно-
го коэффициента диффузии по кинетике коллими-
рованного пропускания. Эта задача была решена 
путем минимизации целевой функции:

      2*

1
,

tN

c i c i
i

f D T D t T t


  ,       (11)

где tN  – общее количество экспериментальных 
точек, полученное при регистрации кинетики кол-
лимированного пропускания на фиксированной 
длине волны;  ,cT D t  – значение коэффициента 
пропускания, рассчитанное по формуле (10) в 
момент времени t при заданном значении D; 

 *
cT t  – экспериментально измеренное значение 
коэффициента пропускания в момент времени t.

Для минимизации целевой функции (11) 
использовался симплекс-метод, подробно опи-
санный в работе [45]. Итерационная процедура 
повторялась до согласования между собой экс-
периментальных и расчетных данных. В качестве 
критерия завершения итерационного процесса 
использовалось условие
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*
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N T t


 .

Коэффициент проницаемости является одной 
из важнейших характеристик, который наряду 
с коэффициентом диффузии используется для 

~–
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анализа транспорта лекарственных препаратов 
через биологические мембраны (в данном случае 
твердую мозговую оболочку). Значение коэффи-
циента проницаемости определяется выражением 
P D l , где P – коэффициент проницаемости 
мембраны, см/с [46].

Результаты и их обсуждение

На рис. 1 представлена кинетика степени 
набухания образцов твердой мозговой оболоч-
ки (экспериментальные данные усреднялись 
по всем образцам), помещенных в 40%-ный 
раствор глюкозы. Из рис. 1 видно, что экспе-

риментальные данные достаточно хорошо ап-
проксимируются уравнением (1). Параметры 
аппроксимации были найдены с помощью метода 
наименьших квадратов [45]: Aw = 0.581±0.003 
и sw  = 1.964±0.106 мин. Данные параметры 
позволяют оценить значение параметра А* как 
0.024±1.35×10-4 см и использовать уравнение (4) 
для определения толщины исследуемых образцов 
в каждый момент времени в процессе взаимодей-
ствия твердой мозговой оболочки с раствором 
глюкозы и параметра А как 0.036±2.03×10-4 см3 
для оценки изменения объемной доли рассеива-
телей (см. уравнение (10)).

Рис. 1. Кинетика набухания твердой мозговой оболочки под действием 40%-ного 
раствора глюкозы. Точки соответствуют экспериментальным данным, сплошная 

линия – аппроксимации согласно уравнению (1)
Fig. 1. Dura mater swelling kinetics under action of 40%-glucose solution. The symbols cor-
respond to the experimental data; the solid line corresponds to the approximation by Eq. (1)
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Хорошо видно, что набухание ткани происхо-
дит в основном в течение первых пяти минут, а по-
том процесс стабилизируется и степень набухания 
практически не изменяется, хотя и наблюдаются 
незначительные осцилляции. Для объяснения 
набухания твердой мозговой оболочки может 
быть использована модель полиэлектролитного 
геля [32, 36–38]. Если рН ткани соответствует 
изоэлектрической точке, то силы притяжения, 
возникающие между одинаковым количеством 
положительных и отрицательных зарядов (цвит-
тер-иоными парами) [47], удерживают ткань в 
наиболее плотном состоянии, степень набухания 

в данном случае минимальна [32]. Так, например, 
ранее было показано, что коллаген роговицы об-
ладает максимальной степенью набухания при 
рН = 4, а минимальной – при рН = 7 [48]. Близкие 
результаты были получены для невысушенной 
роговицы вола [31]. Известно, что рН внутритка-
невой жидкости в среднем равен ~7.4 [37] и, таким 
образом, при смещении значения рН от изоэлек-
трической точки гидратация ткани увеличивается 
за счёт уменьшения количества пар цвиттер-ионов 
и соответственно увеличения результирующего 
статического заряда. Выше изоэлектрической 
точки результирующий заряд является отрица-
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тельным, ниже – положительным и может влиять 
на набухание ткани двумя способами. Во-первых, 
для поддержания электрической нейтральности 
в строме статический заряд будет притягивать 
большее количество противоположных ионов, 
что приведёт к накоплению во внутритканевом 
пространстве мелких ионов. Это вызовет из-
быточное внутреннее осмотическое давление 
и увеличит набухание. Во-вторых, уменьшение 
числа пар цвиттер-ионов приведёт к уменьше-
нию силы притяжения и тем самым ослабит 
плотность упаковки фибрилл, что тоже вызовет 
увеличение набухания [48].

Кроме того, известно, что глюкоза обладает 
достаточно большой гигроскопичностью, каждая 
молекула глюкозы может связывать до 10 моле-
кул воды [49].

Таким образом, увеличение веса образцов 
твердой мозговой оболочки может быть связано 
с замещением в ткани молекул воды молекулами 
глюкозы, за счёт, во-первых, большей молекуляр-
ной массы молекул глюкозы, а во-вторых, допол-

нительной гидратации ткани при снижении рН 
внутритканевой жидкости и, наконец, в-третьих, 
связывания молекул воды молекулами глюкозы 
внутри ткани.

На рис. 2, 3 представлены типичные спектры 
и кинетика коллимированного пропускания на 
отдельных длинах волн, характеризующие изме-
нение оптических свойств образца твердой моз-
говой оболочки под действием водного 40%-ного 
раствора глюкозы. Из рис. 2 видно, что в началь-
ный момент времени образец твердой мозговой 
оболочки представляет собой малопрозрачную 
для оптического излучения биоткань. Под дей-
ствием раствора глюкозы происходит замещение 
внутритканевой жидкости на раствор глюкозы 
и, как следствие, уменьшение светорассеяния и 
увеличение коллимированного пропускания. Из 
представленного рис. 2 видно, что оптическое 
просветление образца твердой мозговой оболоч-
ки происходит во всем видимом диапазоне длин 
волн с преобладанием просветления в красной 
области спектра.

Рис. 2. Спектры коллимированного пропускания образца твердой мозговой обо-
лочки человека, измеренные в разные моменты времени, под действием водного 

раствора глюкозы. Точки соответствуют экспериментальным данным
Fig. 2. Spectra of collimated transmittance of dura mater sample measured in different 
time intervals under action of aqueous glucose solution. The symbols correspond to the 

experimental data
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На рис. 3 видно хорошее согласование 
между экспериментальными данными (точки) 
и аппроксимирующими кривыми (сплошные 

линии), рассчитанными в рамках предложенной 
модели. Незначительные расхождения между 
экспериментальными и теоретическими данны-
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ми могут частично объясняться погрешностью 
экспериментальных измерений и упрощенно-
стью используемой модели, поскольку коэффи-
циент диффузии может несколько меняться в 
ходе проникновения молекул глюкозы в твердую 
мозговую оболочку из-за неоднородности по объ-
ему исследуемых образцов биоткани.

Измеренное на основе анализа кинетики кол-
лимированного пропускания образцов твердой 
мозговой оболочки с помощью представленного 
выше алгоритма значение относительного коэф-
фициента диффузии глюкозы в твердой мозговой 
оболочке составляет (6.080.02)×10-6 см2/с, 
что позволяет оценить значение коэффициента 
проницаемости твердой мозговой оболочки для 
молекул глюкозы как   41.3 0.13 10   см/с. 
Полученное значение коэффициента диффузии 
достаточно хорошо согласуется с данными, пред-
ставленными в работах [15, 18, 25, 34, 50–53]. 
Так, при использовании в качестве диффун-
дирующего агента 20%-ного водного раствора 
глюкозы значение коэффициента диффузии со-
ставляет   61.63 0.29 10   см2/с [15]. В работе 
[18] для 27%-ного раствора глюкозы значение

коэффициента диффузии было измерено как 
(1.10.1)10-6 см2/с; для 54%-ного раствора глю-
козы это значение составило (2.00.2)10-6 см2/с. 
Поскольку твердая мозговая оболочка является 
типичной соединительной тканью, то право-
мочно сравнение коэффициентов диффузии 
глюкозы в твердой мозговой оболочке со зна-
чениями коэффициентов диффузии глюкозы 
в других соединительных тканях, таких как 
склера глаза и дерма кожи. В работе [50] было 
показано, что при использовании водных рас-
творов глюкозы с концентрациями 0.18, 0.3 и 
0.4 г/мл значения коэффициентов диффузии 
глюкозы в склере глаза человека in vitro состав-
ляют соответственно   60.57 0.09 10   см2/с, 
  61.47 0.36 10  см2/с  и   61.52 0.09 10   см2/с.
Значение коэффициента диффузии глюкозы в 
дерме кожи человека in vitro, измеренное в работе 
[51], равно (2.64±0.42)×10-6 см2/с. Коэффициент 
диффузии глюкозы в мышечной ткани in vitro 
(при использовании водного 40%-ного раствора 
глюкозы) равен 8.36×10-7 см2/с [52]. В случае 
in vivo измерений было получено значение ко-
эффициента диффузии глюкозы в склере глаза 

Рис. 3. Кинетика изменения коллимированного пропускания образца твердой мозго-
вой оболочки человека, измеренная на разных длинах волн, под действием водного 
раствора глюкозы. Точки соответствуют экспериментальным данным, сплошные 
линии пред  ставляют аппроксимацию экспериментальных данных в рамках пред-

ложенной модели
Fig. 3. Kinetics of the change of collimated transmittance of dura mater sample measured 
at different wavelengths under action of aqueous glucose solution. The symbols correspond 
to the experimental data; the solid lines correspond to the present approximation of the 

experimental data in the framework of the proposed model
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кролика, равное (0.54±0.1)×10-6 см2/с [25]. Зна-
чение коэффициента диффузии глюкозы в дерме 
кожи человека in vivo, измеренное в работе [53], 
составляет (2.56±0.13)×10-6 см2/с.

Полученное нами значение коэффициента 
проницаемости твердой мозговой оболочки также 
хорошо согласуется со значениями коэффициен-
тов проницаемости других тканей со сходным 
структурно-морфологическим строением. Так, 
для дермы кожи в работе [54] было получено 
значение коэффициента проницаемости, равное 
(1.29±1.06)×10-4 см/с. Значение коэффициента 
проницаемости стенки пищевода для молекул 
глюкозы составляет (1.74±0.04)×10-5 см/с [55]. 
Для стенки аорты – (2.32±0.46)×10-5 см/с [56]. 
Для тканей стенки желудка – (0.94±0.04)×10-5 см/с 
[57]. Наблюдаемые различия в значениях коэф-
фициентов проницаемости разных тканей свя-
заны с особенностями в строении и свойствах 
различных типов биотканей.

Представленные результаты хорошо согласу-
ются с изначально сделанным предположением 
о преобладающем влиянии концентрационной 
диффузии, при которой скорость обменного пото-
ка молекул глюкозы в биоткань и внутритканевой 
жидкости из биоткани определяется градиентом 
концентрации. Полученное численное значе-
ние относительного коэффициента диффузии 
глюкозы в твердой мозговой оболочке меньше, 
чем значение коэффициента диффузии глюко-
зы в воде, составляющее по разным данным 
6.4×10-6 см2/c [58] или 6.73×10-6 см2/c [59], что 
объясняется сложным структурно-морфологи-
ческим строением твердой мозговой оболочки, 
затрудняющим диффузию.

Заключение

В работе представлены результаты экс-
периментов по измерению относительного 
коэффициента диффузии глюкозы в твердой 
мозговой оболочке человека in vitro. Полученное 
значение коэффициента диффузии составляет 
(6.080.02)×10-6 см2/с, что позволило оценить 
значение коэффициента проницаемости твердой 
мозговой оболочки для молекул глюкозы как 
(1.3×10-4 см/с. Метод основан на анализе 
кинетики изменения коллимированного пропу-
скания образца биоткани под действием биологи-
чески совместимых иммерсионных жидкостей. В 
качестве иммерсионной жидкости использовался 
водный 40%-ный раствор глюкозы. Для количе-
ственного описания процесса замещения пред-
ложена модель, предполагающая постоянство 

коэффициента диффузии во всем объеме образца 
биоткани. Оценка коэффициента диффузии глюко-
зы выполнена путем аппроксимации эксперимен-
тальных данных в рамках предложенной модели.

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы как при разработке новых и оптимизации 
существующих неинвазивных методов оптиче-
ской томографии мозга для визуализации неодно-
родностей, скрытых в толще биоткани, и инди-
кации гомеостаза тканевых жидкостей, так и для 
развития методов лазерной терапии и хирургии 
различных заболеваний.
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Background and Objectives: Optical clearing of dura mater 
caused by hyperosmotic immersion liquids is important for the 

development of noninvasive methods of brain optical tomography 
and for the study of microcirculation and homeostasis of tissue 
fluids. It allows significantly increasing the spatial resolution and 
the probing depth of brain. Obviously, a quantitative description of 
the optical clearing processes requires the development of reliable 
physicomathematical models, which in turn requires the knowledge 
of the diffusion rate parameters of immersion agents in tissues. In 
spite of the fact that diffusion of many biocompatible chemicals, in 
particular glucose, in aqueous solutions is well described, their dif-
fusion in tissues continues to be poorly investigated. Thus, the goal 
of the study is estimation of the relative glucose diffusion coefficient 
in the human dura mater in vitro. Materials and Methods: The 
method of estimating the relative diffusion coefficient of immersion 
liquids in tissues was based on the analysis of the kinetics of the 
change in the collimated transmittance of a tissue sample under the 
action of these liquids. The kinetics of the interstitial fluid replace-
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ment by immersion liquid was measured by successive recording of 
collimated transmittance spectra in the spectral range of 400–700 
nm. For a quantitative description of the process, a corresponding 
model that assumed a constant diffusion coefficient in the entire 
volume of the tissue sample was developed. Results: In the 
study the results of the experiments, performed for a 40%-glu-
cose solution, are presented. The relative diffusion coefficient 
of glucose in dura mater obtained using the approximation of the 
experimental data within the framework of the proposed model, was 
6.08×10-6  2.26×10-8 cm2/s. Based on Fick’s first law, the coef-
ficient of permeability of the dura mater for the glucose solution 
was calculated, the value of which was (1.3 0.13×10−4 cm/s. 
Conclusion: The obtained results can be used in the develop-
ment of new and optimization of existing non-invasive methods of 
optical tomography as well as for the development of methods of 
laser therapy and surgery of various brain diseases.
Key words: diffusion coefficient, dura mater, glucose, control of 
tissue optical properties.
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ДВА ПОДХОДА К РЕШЕНИЮ СКАЛЯРНОЙ ЗАДАЧИ 

ДИФРАКЦИИ НА ПЛОСКОЙ ДВУПЕРИОДИЧЕСКОЙ 

РЕШЕТКЕ ИЗ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ, РАСПОЛОЖЕННОЙ 

В ЖИДКОМ СЛОЕ

С. А. Маненков

Маненков Сергей Александрович, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры 
математического анализа, Московский технический университет связи и информатики, 
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На основе модифицированного метода дискретных источников (ММДИ) разработаны две 
методики решения скалярной трехмерной задачи рассеяния на плоской решетке, состо-
ящей из импедансных тел вращения, расположенной в жидком слое. В работе предложен 
эффективный алгоритм нахождения периодической функции Грина, учитывающий слоис-
тый характер среды. Выполнено сравнение результатов, полученных при помощи обеих 
методик. Для тестирования метода проведено сравнение угловой зависимости диаграммы 
рассеяния вытянутого суперэллипсоида вращения, полученной при помощи ММДИ и ме-
тода диаграммных уравнений. Для проверки сходимости метода построена невязка крае-
вого условия на контуре осевого сечения центрального элемента решетки, состоящей из 
сплюснутых абсолютно мягких сфероидов. Проведена проверка точности выполнения за-
кона сохранения энергии для разных геометрий элементов решетки. Продемонстрирована 
высокая точность получаемых результатов. Приведены численные результаты для различ-
ных геометрий элементов решетки для двух значений импеданса на поверхности элемен-
тов решетки. Показано существенное отличие поведения частотных зависимостей коэф-
фициентов отражения и прохождения решетки, расположенной в плоскослоистой среде, 
от зависимостей данных величин для решетки, расположенной в свободном пространстве.
Ключевые слова: дифракция волн на решетках, расположенных в слоистых средах; ме-
тод дискретных источников; аналитическое продолжение волновых полей.

DOI: 10.18500/1817-3020-2018-18-1-46-63

Введение

Задача дифракции волн на периодических структурах пред-
ставляет большой практический интерес. В частности, решетки, 
погруженные в слоистую среду, применяются в гидроакустике, так 
как на низких частотах такие структуры могут быть использованы 
как отражающие или поглощающие перегородки. Таким образом, 
наличие слоистой среды существенным образом сказывается на 
отражательных свойствах решеток. Заметим также, что в случае 
абсолютно мягких границ элементов решеток рассматриваемая 
структура моделирует рассеяние звуковой волны на пузырьках 
воздуха, расположенных в жидкости [1, 2]. В случае абсолютно 
жестких элементов решетка представляет собой (в первом при-
ближении) модель из одинаковых плавающих в жидкости упругих 
тел [3]. В литературе рассматривались задачи дифракции как на 
решетках, расположенных в свободном пространстве [1, 2, 4–16], 

 © Маненков С. А., 2018



47Биофизика и медицинская физикаРадиофизика, электроника, акустика

так и на телах и решетках, расположенных в пло-
скослоистой среде [17–24]. Заметим, что обзор 
литературы, посвященной дифракции волн на 
решетках в однородной среде, приведен в работе 
[14]. Среди публикаций, связанных с дифракцией 
на решетках (и отдельных телах), расположенных 
в плоскослоистой среде, отметим работу [17], 
в которой рассматривается двумерная задача 
дифракции электромагнитных волн на решетке 
из цилиндрических тел, расположенной в диэ-
лектрическом слое. Задача решалась при помощи 
метода интегральных уравнений. В статье [18] 
рассмотрена трехмерная задача дифракции плос-
кой акустической волны на двупериодической 
структуре, состоящей из ячеек в виде паралле-
лепипедов, окруженных двумя однородными 
полупространствами. Для решения задачи ис-
пользовался метод конечных элементов. В работе 
[19] при помощи метода задачи Римана–Гиль-
берта рассмотрена дифракция плоской волны 
на решетке из лент, расположенной в киральной 
плоскослоистой среде. Работы [20, 21] посвяще-
ны решению задачи дифракции акустического 
поля на решетках, состоящих из абсолютно 
жестких цилиндрических тел и цилиндрических 
резонансных включений, погруженных в слой 
из пористого материала. Задача решалась ана-
литически (на низких частотах) и численно при 
помощи метода конечных элементов. В статье 
[22] рассмотрена дифракция электромагнитного 
поля на конечной трехмерной решетке, элемен-
тами которой являются проводящие проволоки 
малого эллектрического радиуса. Решетка 
располагалась внутри диэлектрика конечных 
размеров. Задача решалась при помощи метода 
вспомогательных источников (МВИ). Работа [23] 
посвящена двумерной задаче дифракции плоской 
волны на многорядной решетке, расположенной 
в диэлектрическом слое. Для решения задачи 
использовался модифицированный метод нуле-
вого поля. В статье [24] рассмотрено рассеяние 
акустического поля на упругих произвольных 
телах, расположенных в слоистой среде. Задача 
решалась с использованием метода, являющегося 
комбинацией метода конечных элементов и ме-
тода функции Грина. Приведен пример расчета 
рассеяния на телах, расположенных в океане, 
и проведено сравнение с экспериментальными 
данными.

В настоящей работе рассмотрена дифракция 
плоской волны на плоской решетке, состоящей из 
импедансных тел вращения, которая расположе-
на в симметричном жидком слое, ограниченном 

одинаковыми жидкими полупространствами. 
Одним из эффективных методов решения задач 
дифракции является метод дискретных источ-
ников (МДИ) или метод вспомогательных ис-
точников [22, 25]. Основная идея этого метода 
состоит в том, что вспомогательная поверхность, 
являющаяся носителем дискретных источников, 
и поверхность рассеивателя разнесены на неко-
торое расстояние. Существует много вариантов 
МДИ. В настоящей работе использовался моди-
фицированный метод дискретных источников 
(ММДИ) [26–29]. Отметим, что данная работа 
по существу является обобщением работ [12–14] 
применительно к акустической задаче дифракции 
на плоской решетке, расположенной в плоскос-
лоистой среде. Настоящую работу можно также 
считать обобщением работы [23] на трехмерную 
задачу дифракции.

Основное отличие ММДИ от других вари-
антов метода дискретных источников состоит в 
следующем. Во-первых, носитель вспомогатель-
ных источников должен охватывать особенности 
продолжения волнового поля внутрь рассеивате-
ля. Во-вторых, для быстрой сходимости числен-
ного алгоритма вспомогательная поверхность 
должна выбираться при помощи аналитической 
деформации границы рассеивателя [26–29]. 
Еще один важный шаг, позволяющий получать 
высокую точность результатов, использование 
различных систем координат для построения 
носителя дискретных источников. В частности, 
в настоящей работе применяли сферические, 
сфероидальные и тороидальные координаты 
[14, 28, 29].

Как известно [26–29], в рамках ММДИ 
задача дифракции сводится к решению интег-
рального уравнения первого рода относительно 
некоторой неизвестной функции, носителем 
которой является вспомогательная поверх-
ность, расположенная внутри поверхности рас-
сеивателя. Для алгебраизации поверхностного 
интегрального уравнения можно использовать 
два подхода. Первый вариант ММДИ основан 
на алгебраизации задачи при помощи непосред-
ственного применения метода коллокации. При 
таком подходе, во-первых, возможно обобщение 
метода на произвольные тела (не тела вращения), 
во-вторых, проще вычислять функцию Грина 
(ФГ), т. е. не требуется находить коэффициенты 
Фурье для ФГ. Второй подход аналогичен алго-
ритму, предложенному в работах [12, 13], причем 
для сведения задачи к алгебраической системе 
использовалась осевая симметрия элементов 

С. А. Маненков. Два подхода к решению скалярной задачи дифракции 
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решетки. При этом поверхностное интегральное 
уравнение решалось при помощи разложения 
неизвестной функции и ядра в ряд Фурье по 
угловой координате с последующим примене-
нием метода коллокации. Как показывают рас-
четы, при таком подходе размер возникающих 
алгебраических систем существенно меньше, 
чем при использовании первой методики.

1. Постановка задачи

Рассмотрим плоскую решетку, составлен-
ную из одинаковых тел вращения, имеющую два 
периода – xd  и yd . Предполагаем, что «центры» 
тел вращения лежат в одной плоскости, а оси 
симметрии тел перпендикулярны этой плоскости. 
Введем декартову систему координат, причем ось 
z  направим перпендикулярно плоскости решет-
ки. Начало координат выберем внутри одного из 
элементов, который будем называть центральным 
элементом решетки. Для упрощения выкладок 
предполагаем, что плоскость, в которой лежат 
«центры» элементов решетки, совпадает с пло-
скостью 0z  . Считаем, что решетка расположе-
на внутри симметричного жидкого слоя толщины 
h  с характеристиками (плотностью и скоростью 
звука) 2  и 2c  (рис. 1). Характеристики среды вне 
жидкого слоя 1  и 1c . Случай, когда решетка рас-
положена несимметрично относительно границ 
жидкого слоя, рассматривается аналогичным 
образом. Занумеруем поверхности элементов 
решетки ijS  в порядке возрастания осей x и y, где 
, 0, 1, 2i j     ... . Центральный элемент решетки 
ограничен поверхностью 00S . 

Предполагаем, что структура облучается 
плоской волной

1 0 0exp( (sin sin cos( )U ik r

0cos cos ))  ,                     (1)
где U  – поле (давление) падающей волны; 

1 1k c  – волновое число среды, внешней по 
отношению к слою; (r, θ, φ) – сферические ко-
ординаты; 0 0,   – углы падения. Рассеяное поле 

1U
 вне решетки удовлетворяет однородному 

уравнению Гельмгольца
1 2 1

2 0U k U   ,                (2)
внутри жидкого слоя и вне жидкого слоя: 

1 2 1
1 0U k U   ,                (3)

Здесь 2 2k c . Для дальнейшего удобно счи-
тать, что в рассматриваемых средах имеется 
малое поглощение, т. е. 1Im 0k   и 2Im 0k  . 

Рис. 1. Геометрия задачи
Fig.1. Geometry of the problem

На границах раздела сред выполнены условия 
сопряжения

1 1
/2 0 /2 0

,
y h y h

U U

1 1

21 /2 0 /2 0

1

y h y h

U U
z z

,          (4)

где 21 2 1/    . На поверхности каждого эле-
мента решетки выполнено импедансное краевое 
условие:

0 ,UU W
n




                         (5)

где / n   – производная по нормали, внешней к 
поверхности тела; 0 1U U U   – полное поле вне 
области, занимаемой решеткой ( 0U – первичное 
поле, определяемое из задачи дифракции на жид-
ком слое в отсутствие решетки); 0W  – импеданс 
элемента решетки. Отметим, что в случае 0 0W   
имеем решетку, составленную из абсолютно 
мягких тел, а в случае 0W    – из абсолютно 
жестких.

Вторичное поле в области вне решетки 
удовлетворяет условиям периодичности Флоке:

1 1( , , ) ( , , )exp( ),x xU x d y z U x y z i       (6)
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1 1( , , ) ( , , )exp( ),y yU x y d z U x y z i         (7)

где  1 0 0sin cos ,x xk d  1 0 0sin siny yk d   –
параметры Флоке. На бесконечности полное 
поле удовлетворяет условиям излучения:

( , , ) ( , , ) exp( ),pq pq
p q

U x y z U x y z A i r
 

/ 2z h  ,                       
(8)

( , , ) exp( ),pq pq
p q

U x y z A i r  / 2z h ,
(9)

где   1
pq p x q y pq zu vi i i ,  

2 ,x
p

x

pu
d

1 2 2 2
1

2
,y

q pq p q
y

q
v k u v

d
 ,

причем знак квадратного корня выбирается из 
условия неположительности его мнимой части. 
В формулах (8) и (9) pqA  и pqA  – неизвестные 
коэффициенты. Заметим, что величины 00A  и 

00A  представляют собой модули коэффициентов 
отражения и прохождения плоской волны (1) от 
слоя с решеткой.

2. Вывод интегрального уравнения

Будем решать поставленную задачу с по-
мощью метода вспомогательных токов, который 
в дальнейшем сводится к ММДИ [12–14]. Для 
этого представим волновое поле вне области, 
занимаемой решеткой в виде

 

0( ) ( ) ( ) ( , ) .U U J G dsr r r r r
    

(10) 

В этой формуле   – вспомогательная поверх-
ность, расположенная внутри исходной поверх-
ности центрального элемента решетки 00S , а 
J  – неизвестная функция, заданная на поверх-
ности  . Отметим, что функция J  имеет смысл 
плотности вспомогательных источников вто-
ричного поля. Функция G  представляет собой 
периодическую функцию Грина (ФГ) решетки, 
которая имеет вид [30]:

( , ) ( , ) ( , ),lG G G   r r r r r r         (11)
где

0( , ) ( )exp( )pq x y
p q

G G R ip iq
 



 

     r r ,

(12)

2 2 22

2

2

( , ) cos( ( )) ( ) exp( ) cos( ( ))
4

( ) exp( )
exp( ( ) ( )) exp( ).

( )

l
p q

x y x y

iG z z V i h z z

V i h i x x pd i y y qd d d ip iq

r r

В формулах (12) и (13)

(13)

2 2 2 2
0

exp( )
( ) , ( ) ( ) ( )

4
pq

pq pq x y
pq

ik R
G R R x x pd y y qd z z

R
 (14)

(15)

В формуле (11) ( , )G r r  – ФГ решетки в безгра-
ничной среде с волновым числом 2k , а ( , )lG r r  – 
добавочная ФГ, обусловленная наличием границ 
раздела сред. Заметим, что величина ( )V   имеет 
смысл коэффициента отражения плоской волны 
от границ жидкого слоя. Из приведенных формул 
следует, что волновое поле, записанное в виде 
(10), с учетом формул (11) – (15) удовлетворяет 
уравнению Гельмгольца, условиям сопряжения 
на границах жидкого слоя и условию периодич-
ности Флоке. 

,

Рассмотрим вопрос о построении носителя  
для неизвестной функции J . Как было указано 
во введении, для быстрой сходимости числен-
ного алгоритма вспомогательная поверхность 
должна выбираться при помощи аналитической 
деформации границы рассеивателя. Поясним это 
подробнее.

Предположим вначале, что поверхность 
центрального элемента решетки 00S  задана в 
сфе рических координатах:

sin cos , sin sin , cos ,x r y r z r        (16)

С. А. Маненков. Два подхода к решению скалярной задачи дифракции 

2 2 2 22 21 1
1 1 2 2

2 21 1
( ) , , ,V k k 2

2( ) 1 ( )exp( 2 )V i h 2 2
1k  η, .
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где ( )r r   и [0, ]  . Введем переменную 
( ) ( )exp( )r i z i , где ( , , )z  – цилин-
дрические координаты. Основная идея ММДИ 
состоит в том, чтобы считать угол   комплекс-
ным, т. е. положить вместо угла   угол i   в 
формуле для ( )  . Здесь   – положительный 
параметр, определяющий степень деформации 
исходной поверхности тела. Выбор этого па-
раметра подробно описан в работах [26–29]. С 
увеличением   точки вспомогательной поверх-
ности будут перемещаться внутрь исходной 
поверхности элемента решетки, двигаясь по 
ортогональным траекториям [26, 27]. При этом 
уравнения вспомогательной поверхности   в 
сферической системе координат примут вид

,r arg , ( ) ( )exp( )i r i i .
(17)

Для нахождения декартовых координат точки 
на вспомогательной поверхности используем 
формулы

Im cos , Im sin , Rex y z          . (18)
Пусть далее поверхность центрального 

элемента решетки задана в вытянутых сферои-
дальных координатах: 

sh sin cos , sh sin sin ,x f y f

ch cosz f ,                  (19)
причем уравнение 00S  имеет вид ( )    , где 

[0, ]  . Тогда вспомогательная поверхность 
определяется соотношениями [28]

Re , Im , ( ) ( ) ( )Z Z Z i i i             , 
(20)

где  , ,     – сфероидальные координаты 
«образа» точки с координатами  , ,    на ис-
ходной поверхности. Для получения декартовых 
координат точки на вспомогательной поверхности 
нужно вновь использовать формулы (18), в ко-
торых в данном случае ( ) ch ( )z i f Z       . 
Для иллюстрации выбора носителя вспомога-
тельной поверхности предположим, что эле-
менты решетки представляют собой вытянутые 
сфероиды, при этом поверхность центрального 
элемента описывается уравнением 0   . 
Тогда в соответствии с формулой (20) имеем 

0( )Z i      и 0 ,        . То есть 

вспомогательная поверхность   также будет 
сфероидом, лежащим внутри 00S  и софокусным 
с поверхностью центрального элемента. 

В случае сплюснутых сфероидальных коор-
динат ( ) sh ( )f Z    . Приведем также формулы 
выбора вспомогательной поверхности для случая 
тороидальных координат. Как известно, торои-
дальные координаты задаются формулами [31]

sh cos sh sin sin, ,
ch cos ch cos ch cos
f f fx y z ,

(21)
где уравнение 00S  вновь имеет вид ( )    ,
причем [0, 2 ]  . Для нахождения декарто-
вых координат точек вспомогательной поверх-
ности используем формулы (18), в которых 

( )( ) cth
2

Zif      
 

. В дальнейших формулах 

будем считать, что поверхность центрального 
элемента решетки задана в ортогональных ко-
ординатах  , ,    уравнением ( )    , где 

max[0, ]   ( max    или max   2 ).
В силу периодичности рассматриваемой 

структуры и падающего поля задача сводится 
к определению функции J  только на поверх-
ности   центрального элемента решетки. Для 
нахождения этой функции подставим выражение 
для волнового поля в виде (10) в граничное ус-
ловие (5) на поверхности центрального элемента 
решетки. В результате получим следующее ин-
тегральное уравнение:

0
( , )( , ) ( )GG W J ds
n
r rr r r

= 
0

0
0 0

( )( ) ,UU W S
n

rr r .       (22)

Сделаем замену неизвестной функции J  по 
формуле [14]:

2
1 .I J h h                  (23)

В формуле (23) h  и h h h     – коэффициен-
ты Ламе соответствующей системы координат 
в точке с координатами ( , , )     на вспомо-
гательной поверхности  . Точка в формуле (23) 
означает дифференцирование по  .

Заметим, что первичное поле внутри и вне 
жидкого слоя имеет вид

0 0
1 0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 0
2 2 1 0 0 1 0 0

0
0 1 1 0 0 1 0 0

/ 2,

/ 2 / 2,

/ 2,

exp( ) exp( ) exp( sin cos sin sin ),

cos( ) sin( ) exp( sin cos sin sin ),

exp( ) exp( sin cos sin sin ),

z h

h z h

z h

i z R i z ik x ik y

U A z B z ik x ik y

T i z ik x ik y

(24)

0

exp( 0
1 1 0 0 1 0 0 / 2,) exp( sin cos sin sin ), z hi z ik x ik y



51Биофизика и медицинская физикаРадиофизика, электроника, акустика

где 0 0 2 2 2
1 1 0 2 2 1 0sin , sink k k       . В этих 

формулах коэффициенты отражения 0R , про-
хождения 0T  плоской волны от слоя (в отсутствие 
решетки), а также постоянные A  и B  находятся 
подстановкой формул (24) в граничные условия 
при / 2z h   (на границах раздела сред). Вы-
ражения для указанных величин не приводятся 
в данной работе, поскольку они общеизвестны.

3. Алгебраизация задачи (два подхода)

Интегральное уравнение (22) можно решать 
методом коллокации. Для этого заменим поверх-
ностные интегралы в (22) на двойные интегралы 
по прямоугольнику max[0, ] [0, 2 ]   . Выберем в 
области интегрирования прямоугольную сетку:

max 1
2n n

N
     

 
,   1,n N , 

2 1
2m m

M
     
 

,   1,m M .         
(25)

Далее заменим двойные интегралы в формуле 
(22) суммами Римана. Приравняем полученные 
равенства в точках коллокации, которые выберем 
следующим образом:

( ), cos ,x

( ), sin , ( ),y z z  .
(26)

Здесь 1, N   и 1, M  . В результате перейдем 
от интегрального уравнения к следующей алге-
браической системе относительно неизвестных 
значений функции I  в точках nmr  на вспомо-

гательной поверхности центрального элемента 
решетки:

 
1 1

N M

nm nm

n m

A c b .          (27)

Здесь

0
( , )

( , ) ,nm
nm nm

G
A G W

n
r r

r r

0
0

0
( )

( )
U

b U W
n
r

r .      (28)

В формуле (28) 0( )nm nmc I r , где 0  – пло-
щадь элементарных ячеек, на которые разбива-
ется область интегрирования в уравнении (22). 
Точки nmr  (координаты дискретных источников) 
в (28) выбираются как описано выше.

В соответствии с [14] ФГ ( , )G r r  вычис-
ляется по следующим формулам:

0
| | | |

2

0

( , ) ( )exp( )

( )!(2 1) ( , ),
4 ( )!

pq x y
p Q q Q

s

sl sl
s l s

G G R ip iq

k s ls W
i s l

r r

r r

где

2( , ) ( ) (cos )exp( ),l
sl s sj k R P ilr r   (30)

причем , ,R    – сферические координаты век-
тора - r r , ( )l

sP x  – присоединенные функции 
Лежандра, ( )sj x  – сферические функции Бес-
селя. Величины slW  выражаются по формуле

,I II III IV
sl sl sl sl slW W W W W        (31)

в которой

где 2 2 2
2q qk v w    , а знаки «+» и «–   » относят-

ся к ,I III
sl slW W  и ,II IV

sl slW W  соответственно. В (32) и 
(33) 1 1Q Q   и exp( ( ))x xg i wd   .

2 1
| | 1,

2| | 1
2 0

exp( ( ))1( / ) sign( )
(1 ) 1 exp( ( ))

s l Q
l y yI II l

sl sl Q
y y

iQ di g dW dw P w k i l
k g g i d

| | 1,
2| | 1

2 0

exp( ( ))2 ( / ) sign( )
1 exp( ( ))

s l l x q xIII IV l
sl s q ql

y x q x qq

iQ di dwW P w k v i l
k d i d

(32),

(33),

Для вычисления добавочной ФГ ( , )lG r r  

применим формулу суммирования Пуассона. 

Тогда из (13) имеем

(34)

(29)

4( , ) cos( ( )) exp( ) cos( ( ))

exp( )
exp( ( ) ( )),

( , )

l pq pq pq pq
x y p q

pq pq
p q

p q pq

iG z z V i h z z
d d

V i h
iu x x iv y y

u v

r r

×
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где 2 2 2
2pq p qk u v    , Vpq = V (λpq),   λpq = 2 2

2 qk v .
Данный ряд сходится с экспоненциальной ско-
ростью за счет убывания величины exp( )pqi h  .

Рассмотрим альтернативный подход для 
решения задачи. Будем вновь исходить из урав-
нения (22). Учтем осевую симметрию элементов 
решетки. Разложим неизвестную функцию в ряд 
Фурье:

( , ) ( )exp( )n
n

I I in




        .        (35)

ФГ также можно разложить в ряд

( , , , , , )G         

 
( , , , )exp( )mn

m n

S im in
 

 

           , (36)

где l
mn mn mnS S S  , причем

2 2

2
0 0

1 ( , )exp( )
4mnS G im in d d

 

   



       r r ,

(37)
2 2

2
0 0

1 ( , )exp( )
4

l
mn lS G im in d d

 

   


      r r . 

(38)

Подставим далее формулы (35) и (36) в инте-
гральное уравнение (22). В результате проекти-
рования полученного равенства на базис Фурье 
получим

max

0

( , ) ( ) ( )mn n m
n

K I d b




         , 

0, 1, 2,m     ... ,                   
(39)

где

0( , ) 2 mn
mn mn

SK S W
n

       


 , 

2 0
0

0

0

1( ) exp( )
2m

Ub U W im d
n


 

          .

(40)
Таким образом, исходная краевая задача сведена 
к системе одномерных интегральных уравнений 
(39). Для решения системы (39) применяли метод 
коллокации, причем точки коллокации выбирали 
при помощи первой формулы в (25).

Для нахождения величин mnS  использовали 
два алгоритма [12, 13]. При условии 2 | ' | 1k z z   
ряд (12) функции G  преобразовывали по фор-
муле Пуассона с последующим интегрированием 
по угловой координате, т. е.

 
1

( ) ( )exp | | ( )
2

m n

mn m pq n pq pq pq pq
x y p q

iS J J i z z i n m
d d

  


 

            
где , , ,z z    – цилиндрические координаты точки 
наблюдения и источника, ( )mJ x  – функция Бесселя, 

(41), 

cos ,p pq pqu   
 

sinq pq pqv    . В случае малых 
значений величины 2 | ' |k z z  применяли формулы

где

(42)0 2
,

| |

( )!(2 1)
4 ( )!

s
mn m mn s m n mn

s m n

k s m nS S s W F
i s m n






 

 
   

    , 

В формуле (42) предполагается, что пара-
метр 0Q   (см. (32) и (33)). Как видно из фор-
мул (43) и (44), величины mnS   выражаются через 
однократные интегралы по угловой координате. 
Для вычисления этих интегралов можно приме-
нить формулу прямоугольников с последующим 
нахождением интегральных сумм при помо-

(43)
2

0 2
2

0

1 exp( ) exp( ) ,
8m

ik RS im d
R


       

  , 

(44)
2

1
,

0

1( , , , ) ( , , , , )exp( )
2

s
mn s m nF z z z z im d



            
  , 

1
2 1 1( , , , , ) ( ) (cos )exp( ), .l

sl s sz z j k R P il             (45)

щи алгоритма быстрого преобразования Фурье.
Коэффициенты Фурье l

mnS  части ФГ, обу-
словленной наличием слоистой среды, вычисля-
ли только по одному алгоритму, основанному на 
применении формулы Пуассона с последующим 
интегрированием по угловой координате. В ре-
зультате указанных преобразований будем иметь:

up
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В качестве выходных характеристик задачи 
рассмотрим амплитуды пространственных гар-
моник, обусловленных дифракцией на решетке. 
Для нахождения этих величин преобразуем ФГ 
решетки при помощи формулы Пуассона и под-

ставим ее в формулу (10). В результате получим 
представление волнового поля по плоским вол-
нам вида (8) и (9). При этом амплитуды плоских 
волн, распространяющихся в верхнем и нижнем 
полупространствах, будут иметь вид

1

( ) ( ) cos( ( )) exp( )

exp( ( ) )
cos( ( )) .

( , )

m n
l
mn m pq n pq pq pq pq

x y p q

pq pq pq
pq

p q pq

iS J J z z V i h
d d

V i h i n m
z z

u v

(46)

0 0 0

1
1 1

( , ) ( , ) exp( )
2

exp( )(1 )
,

( , )

pq p q p q pq p q pq
x y pq

pq pq pq

p q pq

iA T g u v V g u v i h
d d

i h i h V
u v

(47)

0 0 0

1
1 1

( , ) ( , ) exp( )
2

exp( )(1 )
.

( , )

pq p q p q pq p q pq
x y pq

pq pq pq

p q pq

iA R g u v V g u v i h
d d

i h i h V
u v

(48)

Здесь

( , ) ( )exp( ) ,p q pqg u v J i ds




    r r

    

(49) 

1 / 2h h  и pq  – символ Кронекера.

4. Результаты расчетов

С целью проиллюстрировать преимущества 
ММДИ, а также проверить работу этого метода 
рассмотрим вначале рассеяние плоской волны на 
одиночном абсолютно мягком суперэллипсоиде 
вращения, поверхность которого в декартовых 
координатах задается соотношением

22 2

2 1
s s

q qx y z
ba

 
  

 
,           (50) 

где параметр sq  – четное натуральное число. Гео-
метрия контура осевого сечения суперэллипсоида 
и вспомогательного контура приведена на рис. 2. 
Рассматривался вытянутый суперэллипсоид вра-
щения, у которого 1b a  . Величина параметра 
b a  принимала значения 2, 4, 8, 16, 32 и 64, а 
остальные параметры 4kb  , 16sq  , 0 2   ,

0 0.   На рис. 2 изображена геометрия конту-
ра осевого сечения суперэллипсоида и контура 
осевого сечения вспомогательной поверхности 
для 64b a   (наихудший в смысле сходимости 

случай). На рис. 3, а приведены угловые зави-
симости модуля диаграммы рассеяния суперэл-
липсоида для различных значений отношения 
b a , полученные с использованием ММДИ. 
Для построения вспомогательной поверхно-
сти выбирались вытянутые сфероидальные 
координаты (см. например, [28]). Значение 
параметра   выбиралось из условия охвата 
вспомогательным контуром особенностей про-
должения волнового поля внутрь рассеивателя. 

Рис. 2. Осевое сечение суперэллипсоида и вид вспомога-
тельного контура (пунктир)

Fig. 2. Axial section of the superellipsoid and view of the 
auxiliary contour (dotted line)

С. А. Маненков. Два подхода к решению скалярной задачи дифракции 

( )p pqq λpq

( )p pqq λpq

( )p pqq λpq
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Данные особенности определяются уравнением 
[28, 29]

( ) i    ,                        (51)
где ( )   – уравнение контура осевого сечения 
суперэллипсоида в сфероидальных коорди-
натах. Величина max , т. е. максимально воз-
можное значение параметра деформации   
вспомогательного контура суперэллипсоида, 
равна мнимой части корня уравнения (51). Со-
ответствующее выражение для параметра max ,
а также способ построения вспомогательного 
контура описан в работе [29].

Рассматриваемая задача дифракции реша-
лась с учетом осевой симметрии тела, т. е. при 
помощи разложения неизвестной функции в ряд 
Фурье по угловой координате. В случае сильно 
вытянутого тела (при 64b a  ) число дискрет-
ных источников составляло 250, а максимальный 
номер гармоники по угловой координате 2N  .
В случае меньших значений b a  число источ-
ников было меньше 250. Значение параметра 
было равно 7

max(1 10 )     (при 64b a  ), т. е. 
вспомогательный контур был плотно «натянут» 
на особенности, определяемые уравнением (51). 
При таком выборе параметров задачи макси-
мальный уровень невязки краевого условия не 
превосходил 31.5 10  и точность выполнения 
оптической теоремы составила 95 10 . Отметим, 
что в работе [32] также рассмотрена дифракция 
плоской волны на суперэллипсоиде вращения 
для тех же параметров геометрии рассеивателя. 
В этой работе краевая задача решалась при по-
мощи метода диаграммных уравнений (МДУ). На 

Рис. 3. Угловые зависимости диаграммы рассеяния суперэллипсоида вращения в свободном пространстве: а – реше-
ние при помощи метода дискретных источников (ММДИ), б – решение при помощи метода диаграммных уравнений 

(МДУ) [32]
Fig. 3. Angular dependences of the pattern of the superellipsoid of revolution in free space: solution by means of the modifi ed 

metod of discrete sources (MMDS) (a) and by means of the metod of diagram equations (MDE) (b)

рис. 3, б приведены соответствующие зависимо-
сти диаграммы рассеяния вытянутого суперэл-
липсоида, представленные в работе [32]. Из срав-
нения рис. 3, а и 3, б следует хорошее совпадение 
результатов, полученных при применении МДУ 
и ММДИ. Заметим, что в случае использования 
МДУ приходится полностью видоизменять весь 
алгоритм решения задачи при применении сферо-
идального базиса (вместо сферических гармоник). 
В то же время при использовании ММДИ базис не 
меняется при переходе к другим ортогональным 
координатам. Необходимо лишь использовать 
другой вспомогательный контур, получаемый при 
помощи методики, описанной выше.

Рассмотрим далее результаты расчета диф-
ракции плоской волны на решетке, располо-
женной в жидком слое. Отметим, что в силу 
большого времени счета характеристик решетки 
(коэффициентов отражения и прохождения) для 
сильно деформированных тел будем исследовать 
дифракцию на решетках, которые состоят из 
элементов, имеющих гладкую границу, напри-
мер, на решетке из сфер, сфероидов вращения (с 
небольшим отношением осей), круговых торов 
и т.д. При этом для выбора оптимального числа 
дискретных источников контролировалась невяз-
ка граничного условия на поверхности централь-
ного элемента решетки и проводилась проверка 
выполнения закона сохранения энергии. Как 
показывают численные эксперименты, значение 
параметра деформации   вспомогательной по-
верхности следует выбирать равным max0.5    
для указанных форм элементов решетки. 

а/a б/b

b/a=2
b/a=2
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                                                                                                                                   Таблица 1/ Table 1
Сравнение коэффициентов отражения и прохождения, полученных двумя методами

Comparison of the refl ection and transmission coeffi cients obtained by two methods

d/λ
Первый метод /

First method
 00| |A

Второй метод / 
Second method

00| |A

Первый метод /
First method 

00| |A

Второй метод / 
Second method 

00| |A

0.5 0.8324232 0.8324232 0.5541403 0.5541403 
0.5544 0.8143582 0.8143582 0.4753944 0.4753944 
0.6089 0.7407287 0.7407285 0.5590662 0.5590664 
0.6633 0.3874374 0.3874343 0.7895191 0.7895201 
0.7178 0.07355883 0.07355346 0.2477113 0.2477071 
0.7722 0.7351840 0.7351814 0.08407766 0.08407727
0.8267 0.6969352 0.6969334 0.4313189 0.4313190 
0.8811 0.5406348 0.5406338 0.4750221 0.4750237 
0.9356 0.3993314 0.3993333 0.6684422 0.6684409 
0.99 0.5043882 0.5044002 0.6378213 0.6378138 

Для того чтобы протестировать разработан-
ные алгоритмы решения задачи дифракции на ре-
шетке, сравнивались результаты расчета модулей 
коэффициентов отражения и прохождения пло-
ской волны, полученные при применении обоих 
методов. В табл. 1 приведены значения модулей 
коэффициентов отражения и прохождения плос-
кой волны для нескольких значений волнового 
параметра /d  , где min( , )x yd d d ,   – длина 
волны. Рассматривался случай абсолютно мягких 
элементов решетки. Во всех приведенных ниже 
расчетах 1 1k  , 2 1.5k   и 2 1/ 0.5   . Резуль-
таты, приведенные в табл. 1, относятся к случаю 
решетки из сфер, причем толщина жидкого слоя 
h равнялась малому периоду решетки, 2y xd d , 

диаметр сфер 2 0.9 xa d . Плоская волна падала 
нормально к поверхности слоя. Заметим, что в 
случае применения первой методики 30N   и 

55M  , а в случае использования второго под-
хода число точек коллокации составляло 30N   
и максимальный номер гармоники по угловой ко-
ординате 9N  . Параметр Q  в случае примене-
ния первого метода был равен 5. Таким образом, 
число неизвестных в первом случае примерно 
в три раза больше числа неизвестных при при-
менении второго метода. Как видно из таблицы, 
результаты расчетов отличаются в четвертом 
знаке после запятой в случае, когда волновой па-
раметр равен / 0.7178d   . В остальных случаях 
разность полученных результатов еще меньше.

В качестве еще одного теста разработанных 
методик была проведена проверка выполнения 
закона сохранения энергии (см. [14]). Толщина 
жидкого слоя равнялась малому периоду решет-
ки, 2y xd d , волновой параметр / 0.99d   . 
Рассматривалось нормальное падение плоской 
волны. Закон сохранения энергии был проверен 
для задачи дифракции на решетке, состоящей из 
абсолютно мягких сфер, сплюснутых сфероидов 
и круговых торов. Параметры геометрии эле-
ментов решетки имели значения: диаметр сфер 
2 0.9 xa d , оси сфероидов 2 0.9 ,xa d  / 3a b   
(b – полуось сфероида вдоль оси z), диаметры 
тора составляли 0.9 xd  – внешний и 0.3 xd  – внут-
ренний. Число точек коллокации и максимальный 
номер гармоники по угловой координате выби-
рались такими же, как для табл. 1. Параметр Q  в 
случае применения первого метода был равен 5.

Как видно из табл. 2, в которой приведены ре-
зультаты расчетов, точность выполнения закона 
сохранения не превосходит 510  в случае при-
менения первого подхода и 75 10  в случае ис-
пользования второго метода.

Как показали вычисления, время счета по 
первой методике примерно на порядок больше, 
чем время счета по второму алгоритму. В силу 
больших временных затрат при использовании 
первого алгоритма дальнейшие результаты 
получены при помощи применения второй ме-
тодики. Важно заметить, что данная методика 
позволяет получать корректные результаты при 
больших значениях коэффициента заполнения 
решетки (т. е. отношения диаметра тела к мало-
му периоду решетки). Для иллюстрации этого на 
рис. 4 приведена зависимость невязки краевого 
условия на контуре осевого сечения центрально-

С. А. Маненков. Два подхода к решению скалярной задачи дифракции 
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Таблица 2 / Table 2 
Проверка выполнения закона сохранения энергии для разных геометрий элементов решетки

Check of the energy conservation law for different geometries of elements of the lattice

Форма элемента 
решетки/

Shape of the lattice 
element

Первый метод / First method Второй метод / Second method 

00| |A
00| |A

Относительная 
ошибка выполнения 
закона сохранения /

Relative error 
of fulfi lment 

of the conservation law

00| |A
00| |A

Относительная 
ошибка выполнения 
закона сохранения /

Relative error 
of fulfi lment of the 
conservation law

Сфера / Sphere 0.5043882 0.6378213 5.42∙10−7 0.5044002 0.6378136 4.19∙10−7

Сфероид / Spheroid 0.5375950 0.6714867 9.46∙10−6 0.5375466 0.6715329 1.77∙10−7

Тор / Torus 0.5586938 0.6428214 1.67∙10−7 0.5586945 0.6428208 1.87∙10−7

го элемента решетки, составленной из абсолютно 
мягких сплюснутых сфероидов с отношени-
ем полуосей / 3a b  . Толщина жидкого слоя 
равнялась малому периоду решетки, 2y xd d , 

волновой параметр / 0.99d   , диаметр сфе-
роидов 2 0.95 xa d . Плоская волна падала под 
углами 0

0 45 ,    0 0  . Невязка вычислялась 
по формуле

(52)
0

( , ) ( , ) ( ) exp( ) ( ) exp( )
N N N

mn n m
m N n N m N

K I d im b im , 

где N  – максимальный номер гармоники по 
угловой координате. Невязку находили в точках, 
расположенных на контуре осевого сечения цен-
трального элемента решетки, причем угол 0  . 
Число точек, в которых находили невязку, состав-
ляло 200, а число дискретных источников 30N  .
Максимальный номер гармоники по угловой 

координате 9N  . Как видно, максимальный 
уровень невязки не превосходит 51.5 10 , т. е.
очень мал. Расчеты показывают, что увеличе-
ние числа источников до 45N   приводит к 
уровню невязки примерно 67 10 . При этом 
кривая зависимости невязки становится более 
«изрезанной».

Рис. 4. Распределение невязки краевого условия на контуре осевого сечения 
центрального элемента решетки из сплюснутых сфероидов. Решение при 

помощи второй методики
Fig. 4. Distribution of the residual of boundary condition on the contour of axial 
section of the central element of the lattice consisting of fl attened spheroids. Solution 

by means of the second technique
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В табл. 3 приведены значения модуля коэф-
фициента отражения и прохождения решетки
для различных значений числа дискретных ис-
точников и числа гармоник по угловой координа-
те. Все параметры задачи имели те же значения, 
что и для рис. 4. Видно, что результаты стаби-

Таблица 3 / Table 3
Зависимость коэффициентов отражения и прохождения от числа источников и числа угловых гармоник

Dependence of the refl ection and transmission coeffi cients on the number of discrete sources and the number 
of angular harmonics

N (Nφ= 9) Nφ (N = 30)

10 0.8991941 0.3239997 1 0.9092310 0.3327952 
15 0.9022391 0.3226968 3 0.8795902 0.2998409 
20 0.9025314 0.3225247 5 0.9023977 0.3222798 
25 0.9025687 0.3225017 7 0.9025746 0.3224953 
30 0.9025740 0.3224984 9 0.9025740 0.3224984 

00| |A
00| |A

00| |A
00| |A

лизируются в третьем десятичном знаке уже при 
15N   (в этом случае 9N   для всех значений 

N ) и при 5N   (в этом случае 30N   для 
всех N ). Такая быстрая сходимость алгоритма 
обусловлена достаточной гладкостью границы 
элементов решетки.

Рассмотрим далее поведение коэффициентов 
отражения и прохождения плоской волны в за-
висимости от параметра /d  . На рис. 5, 6 изо-
бражены частотные зависимости модуля коэф-
фициента отражения (см. рис. 5) и прохождения 
(см. рис. 6) плоской волны при дифракции на 
решетке из сфер (см. рис. 5, а, 6, а), сплюснутых 
сфероидов (см. рис. 5, б и 6, б) и круговых торов 
(см. рис. 5, в, 6, в). Рассматривалось нормальное 
падение плоской волны, 2y xd d , yh d . Диа-
метр сфер составлял 2 0.9a d , оси сфероидов 
2 0.9 ,a d  / 3a b  , диаметры торов составляли 
0.9d  – внешний и 0.3d  – внутренний. Сплошны-
ми кривыми на рисунках показаны зависимости 
коэффициентов отражения и прохождения для 
нулевого значения импеданса 0W , а штриховые 
кривые иллюстрируют зависимости для случая 

0 0.5W i  . Таким образом, в последнем случае 
имеется поглощение энергии элементами решет-
ки. Как видно из рисунков, имеются критические 
значения волнового параметра /d  , при которых 
зависимости коэффициентов отражения и про-
хождения испытывают характерные скачки. Из 
сравнения приведенных рисунков с результатами 
работы [14] видно, что при нулевом значении 
импеданса зависимости модулей коэффициентов 
отражения и прохождения для решетки, рас-
положенной в слое, имеют существенно более 
«изрезанный» характер, чем соответствующие 
зависимости для случая решетки, расположенной 
в свободном пространстве. Аналогично в случае 
импедансных краевых условий на поверхности 
элементов решетки кривые зависимостей коэф-

фициентов отражения и прохождения меняются 
гораздо более плавно, чем в случае нулевого им-
педанса (в обоих случаях решетка располагалась 
внутри слоя). Из рисунков также следует, что в 
случае абсолютно мягких элементов решетки на 
низких частотах коэффициент отражения близок 
по модулю к единице, а коэффициент прохожде-
ния близок к нулю в независимости от геометрии 
элементов решетки. На более высоких частотах 
имеются отдельные значения параметра /d  ,
для которых коэффициент отражения практиче-
ски равен нулю, а модуль коэффициента прохож-
дения близок к единице.

На рис. 7 изображены зависимости модуля 
коэффициента отражения (рис. 7, а) и прохож-
дения (рис. 7, б) плоской волны для решеток, 
составленных из сфер (кривые 1), сплюсну-
тых сфероидов (кривые 2) и решеток из торов 
(кривые 3), описанных выше размеров. Рас-
сматривались зависимости от коэффициента 
заполнения решетки   (при этом 2y xd d ,  

yh d ). Плоская волна падала нормально. Вол-
новой параметр принимал значение / 0.95d   .
Импеданс элементов решетки равнялся нулю. 
Как видно из рисунков, в случае решеток, со-
ставленных из сфероидов и круговых торов, 
зависимости модулей коэффициентов отражения 
и прохождения близки друг к другу. Для этих 
геометрий имеется значение коэффициента 
заполнения, при котором зависимости модуля 
коэффициента отражения имеют локальный ми-
нимум. В случае решетки из сфер зависимости 
коэффициентов отражения и прохождения имеют 
осциллирующий характер. Для сравнения были 
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Рис. 5. Частотная зависимость модуля коэффициента от-
ражения: а – решетка из сфер, б – решетка из сплюснутых 
сфероидов, в – решетка из круговых торов. Кривая 1 – 

W0 = 0, кривая 2 – W0 = −0.5i
Fig. 5. Frequency dependence of the module of refl ection 
coeffi cient for the lattice from spheres (а), fl attened sphe-
roids (b) and circular torus (c). Curve 1 – W0 = 0, curve 2 – 

W0 = −0.5i

Рис. 6. Частотная зависимость модуля коэффициента про-
хождения: а – решетка из сфер, б – решетка из сплюсну-
тых сфероидов, в – решетка из круговых торов. Кривая 1 – 

W0 = 0, кривая 2 – W0 = −0.5i
Fig. 6. Frequency dependence of the module of transmission 
coeffi cient for the lattice from spheres (а), fl attened spher-
oids (b) and circular torus (c). Curve 1 – W0 = 0, curve 2 – 

W0 = −0.5i
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также построены зависимости модуля коэффи-
циента отражения и прохождения решетки от 
коэффициента заполнения для случая равных 
периодов решетки. Соответствующие кривые 
изображены на рис. 8. Все остальные параметры 
были такие же, как и для рис. 7. Как и следовало 
ожидать, в случае равных периодов решетки при 

больших значениях коэффициента заполнения 
( 0.9  ) модуль коэффициента отражения 
близок к единице, а коэффициент прохождения 
имеет малое значение. Однако в отличие от слу-
чая однородной среды имеется «провал» модуля 
коэффициента отражения в области достаточно 
больших  . 

Рис. 7. Зависимость модуля коэффициента отражения (а) и коэффициента прохождения (б) от коэффициента запол-
нения решетки. Кривая 1 – решетка из сфер, кривая 2 – решетка из сплюснутых сфероидов, кривая 3 – решетка из 

круговых торов
Fig. 7. Dependence of the module of refl ection coeffi cient (a) and the module of transmission coeffi cient (b) on fi llings fac-
tor of the lattice. Curve 1 – the lattice from spheres, curve 2 – the lattice from fl attened spheroids, curve 3 – the lattice from 

circular torus 

Рис. 8. Зависимость модуля коэффициента отражения (а) и коэффициента прохождения (б) от коэффициента запол-
нения решетки. Одинаковые периоды. Кривая 1 – решетка из сфер, кривая 2 – решетка из сплюснутых сфероидов, 

кривая 3 – решетка из круговых торов
Fig. 8. Dependence of the module of refl ection coeffi cient (a) and the module of transmission coeffi cient (b) on fi lling factor 
of the lattice. Equal periods. Curve 1 – the lattice from spheres, curve 2 – the lattice from fl attened spheroids, curve 3 – the 

lattice from circular torus
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Заключение

На основе ММДИ разработаны два подхо-
да для решения трехмерной задачи дифракции 
плоской волны на решетке, состоящей из тел 
вращения, которая расположена в жидком слое. 
В работе выведено интегральное уравнение 
для импедансного граничного условия на по-
верхности элементов решетки. Приведен эф-
фективный алгоритм нахождения ФГ решетки. 
Работа ММДИ проиллюстрирована на примере 
дифракции плоской волны на одиночном сильно 
вытянутом суперэллипсоиде вращения. Проил-
люстрировано хорошее совпадение результатов 
расчета диаграммы рассеяния для сильно вытя-
нутого суперэллипсоида вращения, найденной 
при помощи МДУ и ММДИ.

Показано, что результаты, полученные при 
применении двух подходов к решению задачи 
дифракции на решетке, совпадают с удовлетво-
рительной точностью. Для проверки коррект-
ности разработанных методик решения задачи 
дифракции на решетке проведена проверка 
выполнения закона сохранения энергии. Пока-
зано, что в случае абсолютно мягких элементов 
решетки ошибка выполнения закона сохранения 
составляет не более чем 510  в случае использо-
вания первого подхода и 75 10  при применении 
второго метода. Построена зависимость невязки 
краевого условия на контуре осевого сечения 
центрального элемента решетки, составленной 
из сплюснутых сфероидов, в случае решения 
задачи при помощи второго метода. Показано, 
что невязка граничного условия не превосходит 

51.5 10 . В работе построены зависимости мо-
дуля коэффициента отражения и прохождения 
плоской волны от волнового параметра и коэф-
фициента заполнения для решеток, составленных 
из сфер, сплюснутых сфероидов и круговых 
торов. Рассмотрены два вида краевых условий 
на поверхности элементов решетки: с нулевым 
импедансом и с ненулевым мнимым импедансом. 
Последний случай описывает поглощение энер-
гии элементами решетки. Продемонстрировано 
существенное отличие поведения характеристик 
рассеяния решетки, расположенной в слое, от 
поведения этих величин в случае, когда решет-
ка расположена в однородной среде, а также 
существенное отличие зависимостей коэффи-
циентов отражения и прохождения от волнового 
параметра для нулевого и ненулевого значения 
импеданса. Показано, что в случае решеток, со-
ставленных из акустически мягких сплюснутых 

сфероидов и круговых торов, имеется значение 
коэффициента заполнения решетки, при котором 
модуль коэффициента отражения близок к нулю.
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Background, Objectives and Methods: The problem of diffraction 
of acoustic waves on the lattices located in the layered media is of great 
scientific interest in hydroacoustics. There are many methods of the 
solution of this diffraction problem, such as the method of the surface 
integral equations, finite element method, boundary element method, 
etc. One of universal method of solution of diffraction problems is the 
modified method of discrete sources (MMDS). Earlier this method was 
applied to the solution of the problems of wave scattering on a single 
body of revolution, on a group of bodies and on lattices located in free 
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space. The purpose of this study is to develop the numerical algorithms 
based on MMDS for solution of the scalar problem of diffraction of 
acoustic waves on the planar grating consisting of identical impedance 
bodies of revolution which is immersed in a liquid layer. Results: Based 
on MMDS two techniques of the solution of the scalar three-dimensional 
problem of diffraction on the planar lattice consisting of identical im-
pedance bodies of revolution located in a liquid layer are developed. 
The correctness of MMDS is illustrated on the example of diffraction 
of the plane wave on the single strongly elongated superellipsoid of 
revolution. Comparison of the results of calculation of the reflection and 
transmission coefficients for the lattice consisting of spherical elements 
obtained by means of both techniques offered in the paper is carried 
out. For validation of MMDS the check of the accuracy of fulfillment of 
the energy conservation law is executed and the dependence of the 
residual of the boundary condition on the contour of axial section of 
the central element of the lattice is plotted. It is shown that the residual 
has the order 1.5∙10−5

 at the chosen model parameters. Frequency 
dependences for various geometries of the elements of the lattice (for 
two types of boundary conditions) and dependences of the absolute 
value of reflection and transmission coefficients on the filling factor of 
the lattice are obtained. Conclusion: There is an essential difference 
between the behavior of the scattered field under diffraction on the 
lattices located in homogeneous medium and the behavior of the scat-
tered field under diffraction on the lattices immersed in layered medium.
Key words: wave diffraction on the lattices located in stratified media, 
method of discrete sources, analytical continuation of wave fields.
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В статье систематизированы исторические сведения об открытии в 1917 г. и после-
дующем развитии в 1917–1945 гг. физико-математического факультета Саратовского 
университета. Первым деканом физико-математического факультета 5 сентября 1917 г. 
был избран профессор В. Д. Зёрнов, магистр физики, ученик пользовавшегося мировой 
славой профессора Московского университета Петра Николаевича Лебедева. И в даль-
нейшем развитие факультета проходило при участии крупных отечественных ученых. 
При написании статьи использованы протоколы заседаний Совета Императорского Ни-
колаевского Саратовского университета 1916 г., разнообразные исторические и биогра-
фические материалы, семейные архивы, фотографии 1918 и 1936 г., характеризующие 
деятельность физико-математического факультета. В 1945 г. факультет был разделен на 
физический и механико-математический факультеты. 
Ключевые слова: Саратовский университет, физико-математический факультет, фи-
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Введение

Открытие физико-математического факультета Саратовско-
го (Императорского Николаевского) университета пришлось на 
бурный 1917 год. На развитии факультета, естественно, не могли 
не отразиться перемены в общественной жизни страны, которые 
происходили и во все последующие годы. Систематическое из-
ложение истории университета с момента его основания в 1909 г. 
содержится в юбилейных изданиях различных лет [1–7]. Воспоми-
нания о деятельности Саратовской городской думы по учреждению 
и развитию университета представлены в книге [8]. Историческая 
летопись университета через биографии и деятельность возглав-
лявших его ректоров на фоне общественно-политической ситуации 
в стране дана в [9]. В [10] представлены биографии профессоров 
Саратовского университета, удостоенных званий академиков и 
членов-корреспондентов отечественной Академии наук. Особый 
интерес представляют воспоминания очевидца и активного творца 
университетской истории в 1909–1921 гг. Владимира Дмитрие-
вича Зёрнова, профессора, заведующего кафедрой физики и Фи-
зического института (с 1909 г.), декана физико-математического 
факультета (1917–1918 гг.) и ректора Саратовского университета 
(1918–1921 гг.) [11].

 © Аникин В. М., 2018
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В данной публикации рассмотрены некото-
рые составляющие деятельности университета 
по открытию физико-математического факуль-
тета и обеспечению его работы в последующие 
годы (1917–1945). В дополнение к названным 
источникам использованы протоколы заседаний 
Совета университета 1916 г. [12] и разнообразные 
биографические материалы, включая семейные 
архивы. 

Университетский Совет в «борьбе» 

за новый факультет

В сентябре 1917 г. в Саратовском университе-
те, основанном в 1909 г. в составе одного – меди-
цинского – факультета, начались занятия на трех 
новых факультетах – физико-математическом, 
историко-филологическом и юридическом. От-
крытие новых факультетов предусматривалось 
изначально в «Законе об утверждении Универ-
ситета в городе Саратове», который был одобрен 
Государственным Советом и Государственной 
Думой и «освящен» 10 июня 1909 г. визой Им-
ператора Николая II «Быть по сему» на тексте 
закона, а также в Объяснительной записке Мини-
стерства народного просвещения, приложенной 
к законопроекту «Об основании Университета 
в г. Саратове и об отпуске средств на этот пред-
мет». Если в тексте Закона использован лишь 
неконкретный оборот: «… пока Саратовский 
Университет будет находиться в составе одного 
медицинского факультета…», то в Объяснитель-
ной записке назывались сроки открытия новых 
факультетов (в течение 5 лет) и их названия. При 
этом при строительстве корпусов университета 
приоритет отдавался физико-математическому 
факультету «как наиболее близкому к медицин-
скому» [1, c. 248].

Этот приоритет был выдержан, и в 1913 г. 
завершилось сооружение корпуса Физического 
института, в котором разместилась кафедра 
физики во главе с Владимиром Дмитриевичем 
Зёрновым1, одним из профессоров-основателей 
университета, магистром физики, учеником 
пользовавшегося мировым признанием Петра 
Николаевича Лебедева, профессора Москов-
ского университета, члена-корреспондента 
Императорской Санкт-Петербургской академии 
наук (Петербургской АН). Зёрнов проявил себя 
талантливым организатором [8, 9]. Пользуясь 

1 На здании III учебного корпуса Саратовского уни-
верситета установлена памятная доска в честь В. Д. Зёр-
нова. Кафедра медицинской и биологической физики Са-
ратовского государственного медицинского университета 
носит его имя.

советами своего великого наставника, он осна-
стил Физический институт учебным и научным 
оборудованием (Коллекция физических при-
боров была создана в 1912 г.), приобрел библи-
отеку учебной и научной литературы по физике 
у члена-корреспондента Петербургской АН 
О. Д. Хвольсона (1910), сформировал первый пре-
подавательский состав из представителей научной 
школы П. Н. Лебедева, в который входили: асси-
стент Николай Павлович Неклепаев; лаборант (с 
1912 г.), старший ассистент (с 1914 г.) Владимир 
Ефимович Сребницкий; лекционный помощник, 
лаборант (с 1909 г.), препаратор (с 1913 г. ) Иван 
Максимович Серебряков. Привез из Москвы Зёр-
нов и искусного механика Федора Федосеевича 
Троицкого, многие десятилетия проработавшего 
затем на кафедре физики. Собственно, и первой-
то лекцией, прозвучавшей в стенах Саратовского 
университета, была лекция по физике, которую 
23 сентября 1909 г. прочитал В. Д. Зёрнов.

В дореволюционный период факультетского 
расширения университета не произошло. Об 
усилиях его руководства по открытию новых фа-
культетов можно узнать из протоколов заседания 
Совета Саратовского университета за 1916 год, 
опубликованных в томе VIII журнала «Известия 
Саратовского университета» [12]2. 

Первый ректор университета Василий Ива-
нович Разумовский дважды – в 2011 и 2012 гг. 
– лично представлял в министерство народного 
просвещения предложения об открытии физи-
ко-математического факультета в Саратовском 
университете с подробными сметами. Оба раза 
эти ходатайства были отклонены министром 
Л. А. Кассо по следующим мотивам [12, с. 21]: 
«1) недостаток ученых сил в России, 2) недо-
статок помещений в Саратовском университете 
и 3) невыполнение г. Саратовом обещания внести 

2 Этот выпуск журнала печатался в 1917 г. и отражал 
свершившиеся политические события года. Так, в «Офи-
циальная отделе» помещены: «Акт об отречении Государя 
Императора Николая II от престола Государства Россий-
ского в пользу Великого Князя Михаила Александрови-
ча», «Акт об отказе Великого Князя Михаила Алексан-
дровича от восприятия верховной власти и о признании 
им всей полноты власти за Временным Правительством, 
возникшим по почину Государственной думы», воззвание 
«От Исполнительного Комитета Государственной Думы», 
воззвание «От Временного Правительства», «Радиотеле-
грамма Временного Правительства за границу».

Раздел журнала «Университетская летопись» со-
держал, в частности, «Отчет о состоянии и деятельности 
Саратовского университета за 1916 год» и «Протоколы за-
седаний Совета за январь – март 1916 года». В «Научном 
отделе» журнала представлены научные труды профессо-
ров университета. Нумерация страниц внутри каждого от-
дела журнала была самостоятельная. 
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в Государственное Казначейство 1 000 000 руб. в 
возмещение расходов по сооружению Саратов-
ского университета». 

Комиссию Совета университета по открытию 
физико-математического факультета возглавлял 
профессор Николай Григорьевич Стадницкий. 
Будучи исполняющим обязанности ректора, он в 
1913 г. отправил новое ходатайство об открытии 
физико-математического факультета через По-
печителя Казанского учебного округа3, которое, 
как выяснилось «из отношения г. Попечителя 
учебного округа от 21 августа 1913 года, за 
№ 19386, не было доведено до сведения Мини-
стерства Народного Просвещения» [12, с. 21]. 

В начале 1916 г., когда министерством на-
родного просвещения руководил граф Павел 
Николаевич Игнатьев, «горячее сочувствие» 
идее открытия факультета проявил товарищ 
министра Владимир Тимофеевич Шевяков, член-
корреспондент Петербургской АН. Вероятно, 
положитель но сказалось и то обстоятельство, что 
Саратовский университет успешно справился с 
размещением на своих площадях факультетов 
Императорского университета Св. Владимира, 
переведенного из Киева в Саратов на время 
войны4. Профессора Киевского университета: 
физик Георгий Георгиевич Де-Метц5, математик 
Дмитрий Александрович Граве6 и математик и 
механик Александр Петрович Котельников7 – 
являлись крупными учеными. Они активно ра-

3 Пост Попечителя Казанского учебного округа в 
1912–1914 гг. занимал профессор-медик Н. К. Кульчицкий.

4 Киевский университет был переведен в Саратовский 
университет с 1 сентября 1915 г. в составе 2700 студентов и 
60 профессоров физико-математического, историко-фило-
логического и юридического факультетов. Занятия для них 
начались 20 октября 1915 г. В Киев студенты начали воз-
вращаться в августе 1916 г. [1, с. 219–221].

5 Георгий Георгиевич Де-Метц (1861–1947) – россий-
ский и советский физик, доктор физики (1891), ординар-
ный профессор (1913), декан физико-математического фа-
культета (1913–1917) и ректор киевского Императорского 
университета Св. Владимира (1917), один из организаторов 
и ректор Киевского политехнического института (1919), 
ректор Кубанского государственного университета (1921).

6 Дмитрий Александрович Граве (1863–1939) – рос-
сийский и советский математик, создатель крупной мате-
матической школы, почётный член АН СССР (1929). Ав-
тор учебников по математике.

7 Александр Петрович Котельников (1865–1944) – рос-
сийский и советский математик и механик, профессор, док-
тор технических наук, лауреат Сталинской премии (1943). 
Автор работ в области гидродинамики, теоретической меха-
ники (в евклидовом и неевклидовом пространствах), теории 
механизмов. Его сын Владимир Александрович Котельни-
ков (1908–2005) – академик, дважды Герой Социалистиче-
ского Труда, выдающий ученый в области радиофизики, ра-
диотехники, электроники, информатики, радиоастрономии 
и криптографии. 

ботали в комиссии по расширению Саратовского 
университета и, безусловно, внесли свою лепту 
в положительное решение вопроса.

В процессе обсуждения проблемы откры-
тия новых факультетов на Совете Саратовского 
университета (к тому времени ректорский пост 
занял профессор Петр Павлович Заболотнов) 
были высказаны различные соображения, ко-
торые могли бы способствовать преодолению 
министерского «вето».

Профессор В. И. Разумовский предлагал 
решать вопрос поочередно, то есть в зависимо-
сти от уровня готовности будущего факультета 
осуществлять образовательную деятельность, 
ранжируя факультеты в таком порядке.

Здесь вне конкуренции был физико-мате-
матический факультет, так как значительная 
материальная и кадровая база для него уже име-
лась. Необходимо отметить, что при этом термин 
«физико-математический факультет» понимался 
в достаточно широком смысле – скорее как «есте-
ственнонаучный факультет». В его состав, во-
первых, передавались кафедры, существовавшие 
при медицинском факультете (физики, химии, 
минералогии с геологией, ботаники, зоологии), 
и, во-вторых, включались новые кафедры физи-
ческого и математического профилей [1, с. 84].

В пользу же открытия историко-филологиче-
ского факультета на заседании Совета ставилось 
наличие действующей Саратовской ученой архив-
ной комиссии и большой библиотеки, поступив-
шей в дар от профессора Санкт-Петербургского 
университета, почетного профессора Саратовско-
го университета Ильи Александровича Шляпкина 
(1858–1918)8.

Профессор Г. Г. Де-Метц в своем выступле-
нии подчеркнул благоприятность момента для 
обращения в Министерство: «В начале января мне 
по своим делам пришлось быть в Министерстве, 
и г. Товарищ Министра В. Т. Шевяков сам поднял 
вопрос об открытии физико-математического 
факультета при Николаевском Университете. При 
этом выяснилось, что Министерство не встретит 
препятствий к открытию названного факультета, 
если он разместится временно в существующих 
уже зданиях, т. к. у Министерства на новые по-
стройки средств не имеется» [12, с. 22].

Профессор В. Д. Зёрнов отметил, что «когда 
идет реорганизация преподавания в средних учеб-

8 Свою библиотеку завещал Саратовскому универси-
тету и бывший генерал-губернатор Саратовской губернии 
(в 1870 – 1879 гг.) Михаил Николаевич Галкин-Враской 
(Галкин-Врасский) (1834–1916).
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ных заведениях9 и потребуется значительно боль-
шее число преподавателей, которых не хватает и 
сейчас, необходимость расширения Император-
ского Николаевского университета чувствуется 
еще острее… Мы располагаем новыми зданиями 
Университета, в части которых разместились три 
факультета Университета Св. Владимира. После 
возвращения Университета Св. Владимира в 
Киев в той же части помещений временно могут 
разместиться учебно-вспомогательные учрежде-
ния физико-математического факультета. Таким 
образом, возражение Министерства, касающееся 
помещений, отпадает» [12, с. 21–22]. Кроме того, 
В. Д. Зёрнов обратил внимание на необходи-
мость перемещения из Физического института 
находившейся там университетской библиотеки 
в специальное здание (решение этого вопроса 
было передано на обсуждении библиотечной 
комиссии Совета). 

Профессор Д. А. Граве предлагал решение 
«кадровой проблемы», которое может показаться 
интересным и сегодня при проведении препо-
давательских рейтингов: «Недостаток лиц, могу-
щих вести преподавание в Университетах, есть 
явление кажущееся. Если Министерство будет 
настаивать на необходимости для профессора 
известной марки – степени, то не только нельзя 
будет открыть ни одного высшего учебного за-
ведения, но и существующие придут в полное 
запустение. Профессором может быть тот, кто 
имеет работы, кто действительно может научить 
студентов, а получение или неполучение степени 
во многих случаях дело случайное, чисто с наукой 
ничего общего не имеющее» [12, с. 22]. Профессор 
А. П. Котельников также считал, что «Министер-
ство найдет достаточное число преподавателей»: 

9 В [15] подчеркивается, что министр народного 
просвещения Павел Николаевич Игнатьев (1870–1945) 
«начал подлинную революцию в российском образова-
нии. Предложенная им концепция масштабной образова-
тельной реформы нашла полную поддержку не только в 
изданиях самого Министерства народного просвещения 
(МНП), но и в журналах, издававшихся как Император-
ским русским техническим обществом (ИРТО), так и от-
дельными учебными заведениями.

Директор Московского промышленного училища 
К. Ю. Зограф восклицал: «С тех пор, как во главе Министер-
ства народного просвещения встал граф П. Н. Игнатьев, у 
Чернышева моста открылся родник живой воды». А профес-
сора Императорского Московского технического училища 
говорили: “В лице графа Игнатьева Россия впервые увиде-
ла министра просвещения, поставившего на первый план 
самодовлеющую цель – развитие национальных духовных 
сил”. И хотя многим положениям этой реформы не сужде-
но было реализоваться в жизни, знакомство с ними полезно 
современному читателю, интересующемуся становлением 
российского образования».

«если нет докторов, то найдутся магистры, если 
не хватит магистров, можно поручить препо-
давание и магистрантам, которые на это имеют 
право» [12, с. 22].

Одновременно профессор Д. А. Граве утверж-
дал: «Я считаю, что нам и теперь во время войны 
не мешает учиться у наших хитрых и сильных 
врагов. В Германии имеется 29 университетов и 
перед войной и даже во время войны открыто еще 
четыре новых университета. Вот одна из причин 
стойкости нашего врага. Если мы хотим быть 
сильны, нам для России нужно 50 университетов, 
и я полагаю, что мы должны ходатайствовать не 
об одном физико-математическом факультете, а 
о немедленном открытии всех факультетов при 
Николаевском Университете» [12, с. 23]. Эта точка 
зрения была поддержана в Совете профессором 
В. А. Павловым.

Совет Университета 15 февраля 1916 г. ут-
вердил итоговое резюме Комиссии по открытию 
физико-математического факультета, в котором, 
в частности, говорилось [12, с. 25]:

«Принимая во внимание своеобразные осо-
бенности Юго-Востока России, малоизученные 
в геологическом, метеорологическом, биологи-
ческом, географическом и других отношениях, а 
вместе с тем и настоятельную нужду в постоянных 
научных работах для систематического исследо-
вания края, наконец, имея в виду настоятельную 
необходимость в приготовлении преподаватель-
ского персонала для средних школ, в коем всюду 
ощущается постоянный недостаток, открытие 
физико-математического факультета должно осу-
ществиться в самое ближайшее время».

До постройки дополнительных зданий пред-
полагалось размещение новых «учебно-вспомога-
тельных учреждений» в существующих зданиях 
университета [12, с. 25]:

«1) Кабинет чистой математики; 2) Кабинет 
механики; 3) Кабинет астрономии; 4) Физика с фи-
зической географией – в здании Физического Ин-
ститута; 5) Химия (неорганическая, физическая, 
аналитическая и органическая) в здании бывшей 
Фельдшерской школы10; 6) Минералогия – в двух 
комнатах II и III этажей Института нормальной 
анатомии; 7) Зоология – в шести комнатах и зале 
III этажа I корпуса (гигиеническая лаборатория); 
8) Ботаника – в восточной половине III этажа 
I корпуса (гистологическая лаборатория); 9) Гео-
логия – в одном из этажей левого крыла Анато-

10 Требовалось продление истекавшего в июне 1916 г.
срока аренды здания бывшей Фельдшерской школы – глав-
ного здания, отведенного в 1909 г. городом под университет. 

В. М. Аникин. Физико-математический факультет Саратовского университета (1917–1945)
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мического Института; 10) Агрономия – в части 
помещения физиологической лаборатории; 
11) Техническая химия – в четырех комнатах II эта-
жа II здания (лаборатория медицинской химии); 
12) География – в здании Физического Института».

Интересно отметить, что активные само-
стоятельные шаги по расширению университета 
параллельно с его руководством предпринимал 
городской голова Михаил Федорович Волков [8].

Открытие факультета

Словом, в начале 1916 г. профессура Са-
ратовского университета, несмотря на военное 
время11, оптимистично смотрела на возможность 
его обогащения новыми факультетами. Были даже 
составлены сметы для физико-математического 
факультета на несколько лет вперед, начиная с 
учебного 1916/17 года! В середине мая 1916 г. 
университет посетили Товарищ Министра народ-
ного просвещения В. Т. Шевяков и вице-директор 
департамента народного просвещения Н. О. Па-
лечек12. По результатам их поездки 21 июня 
1916 г. Совет министров России одобрил пред-
ложение Министра народного просвещения 
П. Н. Игнатьева об открытии в Саратовском уни-
верситете новых факультетов [1, с. 221].

Однако, как всегда, «жизнь внесла свои кор-
рективы». Очередь до обновления Саратовского 
университета наступила через год. 1 июля 1917 г. 
Временное правительство первого состава, в кото-
ром Министром народного просвещения был быв-
ший ректор Московского университета профессор 
Александр Аполлонович Мануйлов, утвердило 
открытие в Саратовском университете сразу трех 
новых факультетов – физико-математического, 
историко-филологического и юридического. На 
физико-математическом факультете были выде-
лены физико-математическое (математическое) 
и естественное отделения.

«Кадры решают всё»

5 сентября 1917 г. первым деканом физико-ма-
тематического факультета был избран Владимир 
Дмитриевич Зёрнов. Хорошо зная московскую 

11  С. Р. Миротворцев, А. Б. Арапов и Н. В. Копылов 
отсутствовали на заседаниях Совета университета «по 
случаю нахождения на театре военных действий».

12 Николай Осипович Палечек (1878–1937) при Ми-
нистре просвещения А. Н. Шварце заведовал вопросами 
учёных учреждений и высших учебных заведений; при 
министре просвещения Л. А. Кассо – финансово-хозяй-
ственной деятельностью министерства. По поручению 
министра П. Н. Игнатьева изучал вопросы об образовании 
новых факультетов в Саратовском и Томском университе-
тах и об открытии Пермского университета.

научную среду, он развил активную деятельность 
по подбору преподавателей, и в качестве профес-
соров нового факультета были приглашены люди, 
отметившиеся яркими достижениями в науке. 

Вот как вспоминал о времени зарождения 
физико-математического факультета непосред-
ственный участник этих событий В. Д. Зёрнов 
[11, с. 215, 216]:

«… С осени 1917 года новые факультеты были 
открыты. Так как кафедры физико-математи-
ческого факультета уже отчасти были налицо, 
нам было разрешено выбрать декана и секретаря 
факультета из своей среды.

В то время имелись следующие кафедры: физи-
ки (ею заведовал я), химии (Р. Ф. Холлман), зоологии 
(Б. И. Бируков), ботаники (Д. Э. Янишевский).

<…> Деканом был выбран я, секретарем фа-
культета – Р. Ф. Холлман. Не хватало пока что 
профессоров математики, механики, второго 
физика (на кафедру теоретической физики), ме-
теорологии; имелся только один профессор химии, 
а надо было ещё и органика. Я начал переписку по 
поводу приглашения математиков с моим бывшим 
учителем профессором Московского университета 
Д. Ф. Егоровым, который в то время являлся самым 
крупным математиком в Москве. Он порекомендо-
вал нам прекрасных математиков – В. В. Голубева 
и И. И. Привалова. Они приехали в Саратов к на-
чалу второго семестра. Когда новые профессора 
начали читать, все сразу же по заслугам оценили 
прекрасных учёных и лекторов. После они сами при-
влекли на факультет Г. Н. Свешникова, тоже очень 
талантливого математика».

Владимир Васильевич Голубев стал заве-
довать кафедрой чистой математики. В 1918–
1919 гг. он в связи с избранием В. Д. Зёрнова 
ректором университета выполнял обязанности 
декана физико-математического факультета, а в 
1921–1922 гг. сменил Зёрнова уже на ректорском 
посту. В Москву Голубев возвратился в 1930 г., 
работал в московских вузах, стал членом-корре-
спондентом АН СССР (1934) [11, 16].

В 1918–1921 гг. на физико-математическом 
факультете работал глубокий московский мате-
матик Иван Иванович Привалов, представитель 
московской математической школы Д. Ф. Егорова, 
ставший впоследствии автором классических 
математических учебников, членом-корреспон-
дентом АН СССР (1939). Свою первую фунда-
ментальную работу «Интеграл Коши» Привалов 
опубликовал в 1918 г. в «Известиях Саратовского 
университета».

Блестящий московский физик Сергей Ана-
тольевич Богуславский жил в Саратове в 1918–
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1921 гг., возглавляя Саратовское общество есте-
ствоиспытателей и совмещая (с 1919 г.) посты 
профессоров Саратовского и Московского уни-
верситетов. В. Д. Зёрнов так вспоминал приезд 
Богуславского в Саратов [11, с. 223]: 

«Когда мы жили в институте, в Саратове по-
явился Сергей Анатольевич Богуславский, которого 
я пригласил на кафедру теоретической физики, он 
же читал вначале и теоретическую механику. Для 
Саратовского университета это было большое 
приобретение. Сергей Анатольевич был человеком 
с заграничным образованием. Он докторировался в 
Гёттингене и, возвратясь в Россию уже во время 
войны, защитил в Петрограде магистерскую дис-
сертацию. <…>  Я был ему очень рад. И для факуль-
тета он был необходим, и мне понравился его вид и 
его европейские повадки.

Вначале Сергей Анатольевич появился в Са-
ратове совершенно один, и о нём приходилось за-
ботиться: к практической жизни, в особенности в 
наступивших революционных условиях, он был мало 
приспособлен. Потом в Саратов приехала мать 
Богуславского, а еще позднее и его сестра Елена 
Анатольевна13».

Николай Николаевич Андреев, сотрудник 
П. Н. Лебедева, специалист по акустике, будущий 
академик Академии наук СССР (1953), Герой 
Социалистического Труда (1970), в 1918–1919 гг. 
принял преподавательскую эстафету у Богуслав-
ского, заняв должность профессора теоретической 
и прикладной механики Саратовского университе-
та14. Зёрнов так описывал эпизод с преподаванием 
этой дисциплины [11, с. 223]:

«Найти профессора механики было очень 
трудно, и этот предмет читал то один, то другой. 
Появился Н. Н. Андреев и просил дать ему работу, 
так как он на значительный срок застрял в Сара-
тове. Андреев пробирался в Омск, где находилась 
его семья, но перебраться через линию фронта и 

13 Небезынтересный жизненный сюжет на тему 
«Мир тесен». В 1929 г. В. Д. Зёрнов с семьей совершал 
путешествие по Крыму. С жильем ему помог Андрей Вла-
димирович Щегляев, племянник Е. А. Богуславской и муж 
детской писательницы Агнии Барто. Отец А. В. Щегляева, 
профессор Владимир Сергеевич Щегляев (1857—1919), в 
свое время, как предполагают, посоветовал студенту Им-
ператорского Высшего технического училища Петру Ле-
бедеву продолжить образование в Страсбургском универ-
ситете у европейского светила – профессора А. Кундта. 
Что же касается А. В. Щегляева (1902–1970), то он стал 
крупным специалистом в области теплоэнергетики, про-
фессором Московского энергетического института, чле-
ном-корреспондентом Академии наук СССР.

14  В 1937 г. положительный отзыв Н. Н. Андреева 
на научные работы В. Д. Зёрнова способствовал присуж-
дению тому без защиты ученой степени доктора физико-
математических наук [11, с. 13]. 

попасть в Сибирь, занятую Колчаком, оказалось 
весьма трудным делом, и Андреев решил пере-
ждать в Саратове и взялся читать механику, но 
не по Жуковскому, а в векторном изложении. Такого 
курса механики у меня не было, но Андреев заверил, 
что готов читать его по памяти. <…> Позже, 
когда я был уже в Москве, механику в Саратовском 
университете читал Г. Н. Свешников».

Георгий Николаевич Свешников заведовал 
кафедрой механики Саратовского университета 
с 1920 г. по 1930 г., а затем работал в Москов-
ском авиационном институте. Он прекрасно 
знал и доносил до студентов свой предмет, а 
также был известен как полиглот15. Так, встре-
чая 15 августа 1928 г. в Большой физической 
аудитории участников 6-го Всесоюзного съезда 
физиков с широким международным участием 
(на съезде присутствовали 5 будущих нобелев-
ских лауреатов [17,18]), Свешников произнес 
приветственное слово на ... латинском языке 
[11, с. 273]16. 

В 1919–1928 гг. на физико-математическом 
факультете работал физико-химик Николай 
Александрович Трифонов, впоследствии доктор 
химических наук, профессор, создатель научной 
школы в области химии концентрированных 
растворов и физико-химического анализа (см. 
библиографические данные в [19]). 

В 1921 г. после отъезда В. Д. Зёрнова в 
Москву заведующим кафедрой физики и Физи-
ческого института стал еще один представитель 
научной школы П. Н. Лебедева – профессор 
Константин Александрович Леонтьев17, который 
начал работу в университете в 1918 г. и с именем 
которого ассоциируется начало развития радио-
технического и радиофизического направления 
в Саратовском университете [19]. Леонтьев, по 

15 См.: Pismenny I. Мои институтские преподавате-
ли. Ч. 2. URL: http://www.proza.ru/2012/12/04/788 (дата 
обращения: 11.12.2017).

16 19 ноября 1924 г. в Саратове у Г. Н. Свешникова 
родился сын Алексей, ставший крупным специалистом 
в области вычислительной математики и физики, заслу-
женным профессором, заведующим кафедрой математи-
ки на физическом факультете МГУ, создателем научной 
школы (15 докторов и 40 кандидатов наук) по решению 
математических проблем электродинамики. На его долю 
выпало и участие в Великой Отечественной войне (см. : 
А. Г. Свешников. URL : http://www.phys.msu.ru/rus/about/
sovphys/ISSUES-2015/01(110)-2015/20737/ ( дата обраще-
ния 11.12.2017)).

17 Семьи Зёрнова, Богуславского, Леонтьева, Свеш-
никова и (во флигеле) Голубева проживали в одном доме 
на улице Малой Сергиевской (ныне – Мичурина), кото-
рый по ходатайству Зёрнова в январе 1920 г. был передан 
под общежитие профессорско-преподавательского соста-
ва университета [11, с. 338, 340].
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На фото из семейного архива профессора СГУ Ольги Борисовны Сиротининой – преподаватели и 
студенты Саратовского университета, запечатленные в Большой физической аудитории в марте 1918 г. 
На пятом ряду вторая слева – Галина Николаевна Сиротинина. На обороте фотографии указаны 
фамилии присутствующих; среди них – профессора А. А. Голубев и И. И. Привалов (в первом ряду)
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его собственному признанию, педагогическую 
работу рассматривал «как средство, дающее 
возможность вести научно-исследовательскую 
работу» [11, с. 337]. Он писал книги по радио-
технике и много переводил ценной физической 
литературы с иностранных языков. 

После смерти в 1932 г. К. А. Леонтьева 
кафедру физики возглавил его ученик Петр Ва-
сильевич Голубков, один из первых студентов фи-
зико-математического факультета (он поступил в 
университет в 1917 г.!), в 1945 – 1946 гг. – декан 
физического факультета, в 1946–1950 гг. – ректор 
Саратовского университета (СГУ) [9, 20]. Про-
фессор СГУ В. В. Игонин образно обрисовал 
такую преемственную цепочку: «Профессор 
В. Д. Зёрнов открыл физику в Саратовском 
университете, создал ее материальную базу. 
Профессор К. А. Леонтьев внес «дух и букву» 
физической, в широком смысле, школы великого 
П. Н. Лебедева в нашу альма-матер. Действенную 
реализацию этого обеспечил и претворил Петр 
Голубков» [11, с. 337].

Первый выпуск студентов физико-матема-
тического факультета состоялся весной 1921 г. 
В. Д. Зёрнов по этому поводу писал [11, с. 216]:

«Желающих поступить на физико-матема-
тический факультет оказалось гораздо больше, 
чем мы с нашими весьма скромными средствами 
могли принять, и мне пришлось провести среди 
претендентов конкурс аттестатов, в результате 
чего на первом курсе подобрался отличный состав 
студентов18. Когда они заканчивали своё обучение 
в университете, меня в Саратове уже не было, но 
желая, чтобы я всё-таки присутствовал на кол-
лективном снимке выпускной группы, студенты 
схитрили и сзади на стену повесили над группой 
мой большой портрет».

По окончании университета в аспирантуру по 
кафедре математики поступил Георгий Петрович 
Боев, ставший впоследствии первым деканом 
механико-математического факультета. 

18  На первый курс физико-математического факуль-
тета в 1917 году поступило 367 человек вместо 240 плани-
ровавшихся [11, с. 335].

Сотрудники и выпускники первого набора физико-математического факультета (математическое отделение) Саратовского 
университета (1921). В первом ряду: крайний справа Г. П. Боев; во втором ряду, слева направо:?,?, С. А. Богуславский, 
К. И. Котелов,?, В. В. Голубев, И. И. Привалов, Г. Н. Свешников,?; в третьем ряду, 4-й слева Б. И. Котов, 6-й – 
Н. П. Неклепаев, 8-й – К. А. Леонтьев. Вверху – портрет находившегося в то время под арестом В. Д. Зёрнова [11]
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1 июля 1922 г. физико-математический фа-
культет был «переформатирован» в одно из отде-
лений создаваемого педагогического факультета. 
Такое «соподчиненное» состояние продолжалось 
до осени 1931 г., когда на смену «отраслевой» 
парадигме высшего образования пришло пони-
мание значимости университетского образования 
для развития научно-педагогического потенциала 
страны.

В 1930-е годы

Вторая серьезная волна приглашений выда-
ющихся ученых, в том числе будущих академиков 
и членов-корреспондентов Академии наук, из на-
учных центров Москвы и Ленинграда на работу 
в Саратовский университет пришлась на период 
работы на посту ректора (в терминологии тех лет 
– директора) Гавриила Кирилловича Хворостина 
[1, 9, 21, 22]. Хворостин искал выход из сложного 
положения, которое создалось в университете 
из-за вывода из него в 1930–1931 гг. (согласно 
правительственному решению) подразделений, 
составивших в Саратове основу для 8 (!) новых 
институтов – медицинского, педагогического, 
советского права, советского строительства, 
финансово-экономического, планово-экономи-
ческого, технологического, кооперативного и 
нескольких научно-исследовательских учреж-
дений, в том числе Краеведческого института и 
Института болезней верхних дыхательных путей. 
Вследствие этого численность профессоров и 
студентов в университете серьезно сократилась: 
осталось всего 13 профессоров, а студенческий 
контингент уменьшился в 10 раз: с 4000 до 400 
человек [22]. 

Для сборника [5], изданного по случаю 
25-летия университета, профессор П. В. Голубков 
подготовил раздел «Кафедра физики», где отметил 
роль В. Д. Зёрнова и К. А. Леонтьева в органи-
зации факультета и кафедры, а также посетовал 
на возникшие трудности: в 1930–1931 гг. старые 
сотрудники кафедры перешли на работу в другие 
вузы, на кафедре – кризис учебной и научной 
работы… Состав кафедры физики в 1934 г. был 
таков: профессор Петр Васильевич Голубков, за-
ведующий кафедрой; доцент Венедикт Иванович 
Калинин, выпускник университета 1930 г., вернув-
шийся из Ленинграда в Саратов 15 января 1933 г. 
после работы в Центральной радиолаборатории, 
будущий заведующий кафедрой радиофизики; 
доцент Василий Николаевич Немов, первый за-
ведующий кафедрой физики Саратовского педа-
гогического института; ассистент С. А. Суслов, 

ассистент П. А. Семенов, лаборанты Владимир 
Яковлевич Красильников, будущий заведующий 
кафедрой электро- и радиотехники, и Сергей 
Варламович Соломонов, будущий легендарный 
декан физического факультета в 1963–1965 гг., 
Федор Федосеевич Троицкий, старший механик. 
Изменение последующего состава кафедры физи-
ки можно проследить по статье [20].

Приток новых кадров на физико-математи-
ческий факультет начался с середины 1935 года, 
когда из Москвы в Саратов приехали заведовать 
кафедрами физико-математического профиля СГУ 
[1, 10]: Александр Яковлевич Хинчин – кафедрой 
теории вероятностей и теории чисел, Иван Григо-
рьевич Петровский – кафедрой математического 
анализа, Виктор Владимирович Вагнер – кафе-
дрой геометрии, Александр Геннадиевич Курош – 
кафедрой алгебры, Дмитрий Иванович Блохин-
цев – кафедрой (кабинетом) теоретической фи-
зики, Сергей Георгиевич Лехницкий – кафедрой 
теории упругости (проработал в университете 
22 года). В 1940 г. после стажировки у академика 
И. М. Виноградова в Саратов вернулся Николай 
Григорьевич Чудаков, который возглавил кафедру 
алгебры и теории чисел. Периодически в уни-
верситет из МГУ приезжал член-корреспондент 
Академии наук СССР Л. С. Понтрягин.

В 1935–1937 гг. на кафедре физики работал 
удивительный Георгий Андреевич Остроумов, 
изобретатель первого мощного генератора деци-
метрового диапазона, будущий создатель научной 
школы по электрогидродинамике и нелинейной 
акустике, защитивший в 1948 г. диссертацию в 
ранге докторской при оппонировании Л. Д. Лан-
дау [23]19.

Как правило, приход новых преподавателей 
на физико-математический факультет повышал 
уровень университетских научных исследований 
и задавал новые направления научно-исследова-
тельской и учебной деятельности. В [10] упоми-
нается, что в обстоятельствах гражданской войны 
академик Петербургской АН Аристарх Аполло-
нович Белопольский в течение 1918/19 учебного 
года преподавал в университете астрономию и 
астрофизику, благодаря чему в Саратове было по-

19 В 1958 г. Г. А. Остроумов был приглашен на кафе-
дру радиофизики Ленинградского университета. Как по-
том вспоминали его ученики, «Г. А. О. был удивительным 
учителем. Каждого поражали его нетривиальные, а то и 
просто шокирующие суждения о тривиальных вещах, ко-
торые мы видели, но не догадались как следует обдумать. 
Поражало количество идей, которые Г.А.О. генерировал 
без устали до самой смерти в 1985 году». См.: Георгий 
Андреевич Остроумов. 1898 – 1985. URL : http://radiosite.
niirf.spbu.ru/russian/ostroumov.html.
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ложено начало учебной и научной деятельности в 
области астрономии. Благодаря приехавшему из 
Ленинграда Владимиру Пантелеймоновичу Жузе 
и его ученице в СГУ Зинаиде Ивановне Кирьяш-
киной в Саратове стали плодотворно развиваться 
исследования по физике твердого тела [24, 25]. В 
1935–1937 гг. в Саратове работал будущий член-
корреспондент РАН Евгений Федорович Гросс, ко-
торый, читая лекции по оптике и спектроскопии, 
пробудил научный интерес к этим дисциплинам 
[10]. Контакты аспиранта (впоследствии – доцента 
и профессора) А. Д. Степуховича с академиком 
Н. Н. Семёновым, лауреатом Нобелевской премии, 
привели к становлению в СГУ исследований по 
химической физике [26]. 

В 1937 г. при факультете был создан специ-
альный научно-исследовательский Институт фи-
зики, механики и математики, который возглавил 
В. В. Вагнер.

История на фотографии

На необыкновенно информативной фото-
графии из семейного архива профессора СГУ 
Александра Савельевича Фальковича запечатлен 
выпуск математического отделения физико-мате-
матического факультета 1936 г. Фотография дает 
представление о учебно-научной жизни универ-
ситета (на ней представлен преподавательский 
состав факультета) и отражает события, связанные 
с коснувшимися университет репрессиями 1937 г. 

Комментарии к фотографии, сделанные 
А. С. Фальковичем [22]. На коллективной фото-
графии выпускников физико-математического 
факультета 1936 г. в центре (среди преподава-
телей) – портрет Гавриила Кирилловича Хворо-
стина, директора СГУ. После его расстрела по 
чьей-то инициативе коллективные фотографии 

выпуска 1936 г. были заменены на новые, где 
на месте портрета Хворостина было помеще-
но изображение 3-го корпуса университета, в 
котором располагался физико-математический 
факультет. Среди выпускников 1936 г. были 
С. В. Фалькович и М. Д. Погорелая, которые 
вскоре поженились, и в семье оказалось две 
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фотографии. При обмене они одну фотографию 
заменили, чтобы было, как у всех, а другую 
спрятали и сохранили.

Преподаватели. Черномашенцев Н. А., до-
цент – работал на кафедре теоретической меха-
ники; Правдолюбов А. Л., доцент (см. [27, с. 77]); 
Боев Георгий Петрович, профессор – заведующий 
кафедрой математического анализа, декан физико-
математического факультета (1943–1945), первый 
декан мехмата (1945–1947), проректор по учебной 
работе (1947–1950) (см. [2, с. 45]); Ризенкампф 
Бруно Константинович, доцент – учитель Са-
велия Владимировича Фальковича, заведующий 
кафедрой теоретической механики (см. [1, с. 173]); 
Вьюшков Павел Васильевич, доцент – заведующий 
кафедрой астрономии (1930–1954) (см. [2, с. 97]); 
Немов Василий Николаевич, доцент кафедры фи-
зики; Голубков Петр Васильевич, профессор – за-
ведующий кафедрой общей физики (1932–1969), 
декан физико-математического факультета (1933–
1935, 1942–1944), проректор по научной работе 
(1938–1939, 1943–1946), ректор СГУ (1946–1950) 
(см. [2, 9, 20]); Хворостин Гавриил Константино-
вич, директор (см. [5, 16, 17]); Чудаков Николай 
Григорьевич, доцент – заведующий кафедрой 
алгебры и теории чисел (1940–1962, 1972–1983); 
с 1962 по 1972 г. работал в Ленинградском отде-
лении Математического института Академии наук 
(см. [2, с. 61]); Павлючук Алексей Кондратьевич, 
доцент – вся его жизнь связана с мехматом СГУ: 
в первой половине 1970-х гг. работал на кафедре 
алгебры, преподавал высшую алгебру и основы 
численных методов – «матпрактикум»; Остроумов 
Георгий Андреевич, доцент – создатель электро-
гидродинамики, работал в СГУ на кафедре общей 
физики; Калинин Венедикт Иванович, доцент 
(см. [28]); Жузе Владимир Пантелеймонович, до-
цент (см. [24]).

Студенты. Тарасов Иван Степанович(?) – 
жил в Энгельсе; Сус Алексей Николаевич – пре-
подавал в СГУ на кафедре общей физики и кафе-
дре физики в Саратовском мединституте; Катар-
жина Анна Николаевна, преподаватель физики 
легендарной 19-й средней школы г. Саратова; 
Селиверстов Борис Николаевич – преподавал 
математику в техникумах Саратова; Кирьяшкина 
Зинаида Ивановна – в будущем доктор физико-
математических наук, профессор, заведующая 
кафедрой физики твердого тела (1945–1985) 
(см. [2, с. 63; 25]); Штепан В.Э. – астроном (?); 
Погорелая (Фалькович) Мария Дмитриевна 
(1915–1989) – преподавала математику в вузах 
Саратова: с 1937 (1938?) по 1953 г. и в 1960-х гг. 

в Институте механизации сельского хозяйства 
им. М. И. Калинина, в 1950-х гг. в Автодорожном 
институте; Фалькович Савелий Владимирович 
(1911–1982) – доктор физико-математических 
наук, профессор, заведующий кафедрой аэро- 
и гидродинамики и теоретической механики 
(1949–1982), работал в СГУ (1936–1944, 1949–
1982) и в 1944–1949 гг. в Москве в Институте 
механики АН СССР и в ЦАГИ; Раушенбах Т. Э.; 
Чудаков Иван Григорьевич (брат Н. Г. Чудакова) – 
работал в СГУ на кафедре аэро- и гидродинамики 
и теоретической механики. 

Физико-математический факультет 

в военные годы

В годы Великой Отечественной войны фи-
зики и математики, не прерывая учебного про-
цесса, успешно работали по оборонной тематике 
[3, с. 45–49, 163–164]. К ним подключились и 
эвакуированные сотрудники Ленинградского 
университета, среди которых были Е. Ф. Гросc; 
Владимир Михайлович Чулановский, один из 
основателей российской школы молекулярной 
спектроскопии; авторы популярного учебника по 
общей физике Сергей Эдуардович Фриш, оптик 
и спектроскопист, будущий член-корреспондент 
РАН, и Александра Васильевна Тиморева. Как 
отмечается в [3, с. 164], за годы войны сотрудни-
ками физико-математического факультета было 
выполнено около 400 разнообразных заданий. 
Главные из них: в производственных условиях 
были определены оптимальные режимы по-
лучения ацетилена из метана в дуговом раз-
ряде (В. П. Жузе, С. Э. Фриш, П. В. Голубков, 
З. И. Кирьяшкина, В. В. Игогин) [3, с 164]20; на-
лажено серийное производство автоматических 
запальников к противотанковым зажигательным 
бутылкам (П. В. Голубков, В. П. Жузе, Г. Ф. Далец-
кий, В. В. Игонин, Н. И. Коваленко, Л. В. Штром-
бергер); создан стенд для испытания пробойной 
силы противотанкового ружья (В. В. Игонин, 
П. В. Голубков, В. П. Жузе, А. С. Шехтер); нала-
жено изготовление узлов к оптическим прицелам 
(П. В. Голубков, Ф. С. Сиванов); создан прибор 
для экспресс-анализа в процессе варки танковых 
башней; градуировка и паспортизация эталонных 
спидобарографов для измерения экстремальных 
значений «потолка» и скорости самолетов-истре-
бителей Саратовского производства (В. В. Игонин, 
В. П. Жузе) и т.д. [29]. 

20 В 1945 г. Зинаида Ивановна Кирьяшкина (1914–
1985) защитила кандидатскую диссертацию «Электрокре-
гинг метана в высоковольтной дуге».
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Разделение физиков и математиков

Эра физико-математического факультета 
Саратовского университета завершилась летом 
1945 г., когда он был разделен на физический 
факультет и механико (механо)-математический 
факультет. 

В специальном выпуске газеты Саратовского 
университета «Сталинец» от 20 июля 1945 г., по-
священном приемной кампании в университет, 
профессор П. В. Голубков сообщал [30, с. 2]:

«…При  Саратовском  Государственном 
Университете с 1 сентября текущего года ут-
верждается отдельный, физический факультет 
(выделяемый из ныне существующего физико-
математического). Новый факультет должен 
готовить квалифицированных физиков-иссле-
дователей, имеющих солидную теоретическую 
подготовку, достаточно широкий кругозор и 
обладающих серьезными экспериментальными 
навыками. До настоящего года отдельные фи-
зические факультеты существовали лишь при 
Московском и Ленинградском университетах. В 
настоящем учебном году физический факультет 
будет работать в составе четырех кафедр: 
кафедры общей (экспериментальной) физики, 
теоретической физики, физики твердого тела 
и астрономии. Каждая из этих кафедр имеет 
свои научные интересы. Основным научным 
направлением кафедры общей физики является 
область физики сверхвысокочастотных электро-
магнитных колебаний, имеющая в настоящее 
время  громадный  научный  и  практический 
интерес в силу ее широких перспектив, в част-
ности – для современной радиофизики. Кафедра 
физики твердого тела изучает ряд механических 
и электрических свойств твердых тел. Кафедра 
теоретической физики работает в одной из 
современных областей электроники, изучая про-
цессы в электронных совокупностях. Ее научные 
интересы примыкают к работам кафедры общей 
физики и физики твердого тела, осуществляя 
плодотворное объединение экспериментаторов 
и теоретиков. Кафедра астрономии проводит 
ряд важных исследований по астрономии и 
гравиметрии. Новому физическому факультету 
предоставляется ряд преимуществ: ассигнуются 
дополнительные средства для нового оборудова-
ния, выписки иностранной литературы, увеличи-
вается штат профессорско-преподавательского 
состава, студентам и работникам факультета 
предоставляются отсрочки от призыва в РККА 
и т. д. Оканчивающие физический факультет на-
правляются в качестве исследователей в научно-
исследовательские институты, исследователь-

ские лаборатории промышленных предприятий и 
в научные лаборатории вузов и втузов»21.

Заключение

Физико-математический факультет Саратов-
ского университета стал первой крупной образо-
вательно-научной структурой Нижнего Поволжья 
и всего Юго-Востока Европейской части России 
по подготовке квалифицированных физиков и ма-
тематиков. Выпуск университетом десятков тысяч 
специалистов физико-математического профиля, 
обладающих многогранным университетским 
образованием, обеспечивал и продолжает обе-
спечивать квалифицированными кадрами учреж-
дения среднего и высшего образования, важные 
научно-производственные и производственные 
предприятия региона. 

Высокий уровень образовательной под-
готовки студентов и научных исследований, 
осуществляемых в университете, был задан про-
фессорами с мировыми именами, академиками 
и членами-корреспондентами Академии наук, 
докторами наук. Как уже отмечалось выше, самые 
первые шаги факультет сделал под патронатом 
Петра Николаевича Лебедева, мирового научно-
го светилы конца XIX – начала XX в. Широкую 
международную известность факультет приобрел 
уже в 1920-х гг. 

В 1945 г. физико-математический факультет 
был разделен на физический и механико-мате-

21 В этом же номере газеты размещена Памятка для 
поступающих в СГУ [30, с. 2]: 

«Порядок поступления в Саратовский Государствен-
ный Университет такой же, как во все другие вузы стра-
ны. Заявления принимаются до 15 августа. К заявлениям 
должны быть приложены: аттестат зрелости или аттестат 
об окончании средней школы (подлинник), автобиогра-
фия, три фотографические карточки и справка об отно-
шении к воинской обязанности. Окончившие среднюю 
школу в 1945 году с золотой и серебряными медалями, 
а также окончившие в 1944 году с аттестатом отличника 
принимаются в Университет без экзаменов; все остальные 
принимаются только с экзаменами. При равных условиях 
участники Отечественной войны пользуются преимуще-
ством. Поступающие в Университет должны выдержать 
экзамены в объеме средней школы по следующим дисци-
плинам (в зависимости от выбранного факультета): 

<…> 4. На физический – по физике, математике, хи-
мии, русскому языку и литературе, иностранному языку. 

<…> Экзамены производятся с 15 августа по 25 
августа. Поступившие на физический факультет пользу-
ются отсрочкой от призыва в РККА на все время учебы. 
Начало занятий с 17 сентября. Работающие на предпри-
ятиях и в учреждениях на время экзаменов, согласно рас-
поряжению правительства, получают отпуск, а принятые 
в Университет освобождаются от работы для учебы. Все 
принятые в Университет иногородние обеспечиваются 
общежитием и столовой. Адрес для подачи заявлений: Са-
ратов, Астраханская улица, № 83, Ректору Университета».
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матический факультеты. Выпускники-физики 
в 1950–1980-е гг. обеспечили, в частности, пре-
вращение Саратова в «электронную столицу» 
СССР, сделали крупный вклад в развитие атомной 
промышленности страны. Спрос на них был так 
велик, что с 1952 г. временно функционировал 
второй физический (радиофизический) факультет. 
Механико-математический факультет за те же 
годы превратился в крупный центр подготовки 
математиков фундаментального и прикладного 
плана, специалистов по газо- и гидродинамике, 
квалифицированных специалистов по вычисли-
тельной технике, программированию, информа-
ционным технологиям. 

Современная научно-техническая диффе-
ренциация обусловила создание на базе ряда 
кафедр физического и механико-математического 
факультетов новых структурных подразделений 
университета – факультета нелинейных процессов 
(1994), компьютерных наук и информационных 
технологий (2000), факультета нано- и биомеди-
цинских технологий (2005). И сегодня подготовка 
бакалавров, магистров и аспирантов в области 
математики, физики и информационных техно-
логий проходит на 5 факультетах Саратовского 
государственного университета. Эти факультеты 
являются центром развития и популяризации 
физических, математических, компьютерных 
знаний, а также и технологий их преподавания в 
масштабах региона и страны.

Студенты специализируются по радиофизике, 
вакуумной и твердотельной электронике, нели-
нейной физике; микро- и наноэлементной базе 
электронных приборов; теоретической физике, 
оптике, лазерной физике, биофотонике, медицин-
ской физике; современным разделам математики, 
механике и биомеханике, биотехническим систе-
мам и технологиям, инновационным технологиям; 
компьютерным и инфокоммуникационным техно-
логиям, программированию, защите информации; 
педагогическому образованию.

На факультетах сформировались научно-об-
разовательные школы международного уровня 
[31, 32], развиваются прорывные научные проек-
ты, в том числе с привлечением ведущих ученых 
мира. Сборная команда студентов факультетов на 
протяжении многих лет становится победителем 
и призером международных олимпиад по про-
граммированию. В международных рейтингах 
отдельных образовательных направлений достиг-
нуты позиции ведущих вузов мира.

Отмечая 100-летие организации физико-ма-
тематического образования в Саратовском уни-

верситете, важно подчеркнуть, что современные 
выпускники физико-математических профилей 
подготовки наделены ответственной миссией по 
инновационному развитию научно-технического 
потенциала России. 
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The article systematizes historical data on the opening in 1917 
and the subsequent development of the Physics and Mathematics 
Department of Saratov University during 1917–1945. Professor 
Vladimir D. Zernov, Master of Physics, a student of the world famous 
professor of Moscow University Peter N. Lebedev was elected the 
first Dean of the Faculty of Physics and Mathematics on September 
5, 1917. The further development of the faculty was held with the 
participation of leading Russian scientists. When writing the article 
we used the reports of the Council of the Imperial Nikolai Saratov 
University dated 1916, various historical and biographical materi-
als, family archives, photographs of 1918 and 1936, characterizing 

the activity of the Physics and Mathematics Faculty until 1945. In 
1945 the Faculty of Physics and Mathematics was divided into the 
Department of Physics and the Department of Mechanics and Math-
ematics. Today these faculties are leading educational structures 
of the Volga region in teaching students in physics, mathematics 
and information technology.
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