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Исследуются явления взаимной и внешней синхронизации 
химерных структур в двух связанных ансамблях из дис-
кретных отображений. Каждый из ансамблей представляет 
собой одномерное кольцо из нелокально связанных кубиче-
ских отображений. Подбором параметров режим колебаний 
индивидуальных осцилляторов соответствовал хаотическому. 
С целью реализации отличающихся пространственно-вре-
менных структур в ансамблях, при отсутствии связи между 
ними, вводилась расстройка по параметрам нелинейности 
индивидуальных осцилляторов первого и второго ансамблей. 
Исследованы явления внешней и взаимной синхронизации 
химерных состояний при взаимодействии ансамблей. При 
внешней синхронизации рассматривались режимы однона-
правленного воздействия элементов второго ансамбля на 
первый при условии, что реализующиеся структуры в ан-
самблях при отсутствии связи были различными. Взаимная 
синхронизация исследовалась при введении симметричной 
двухсторонней связи. Установлено явление как внешней, 
так и взаимной корреляции. Эффект синхронизации диагно-
стировался вначале по сходству элементов в пространстве 
ансамблей. Для количественной диагностики идентичности 
синхронных структур проводился расчет коэффициентов вза-
имной корреляции между соответствующими осцилляторами 
первого и второго ансамблей. Аналогичным методом опреде-
лялась и область синхронизации в пространстве параметров. 
Режимам синхронизации отвечало условие близости величи-
ны коэффициента корреляции к единице.
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Введение

Исследования коллективной динамики слож-
ных систем находятся в центре внимания многие 
годы. Установлено, что в ансамблях связанных 
нелинейных осцилляторов образуются регуляр-
ные и хаотические пространственно-временные 
структуры, наблюдаются эффекты синхрониза-
ции, пространственная перемежаемость и др. 
[1–11]. Сравнительно недавно были открыты так 
называемые «химерные структуры», для кото-
рых характерно сосуществование когерентных 
(синхронных) и некогерентных (асинхронных) 
кластеров с четко обозначенными границами в 
пространстве элементов ансамбля [12–14]. Хи-
мерные структуры реализуются в ансамблях, как 
правило, при условии нелокальной связи между 
элементами. При нелокальной связи каждый 
индивидуальный элемент ансамбля взаимодей-
ствует с конечным числом ближайших соседних 
элементов. Отметим, что исследования динамики 
ансамблей ранее проводились для условий локаль-
ной связи, когда каждый элемент взаимодейство-
вал лишь с соседним. И для таких ансамблей во 
многих работах было установлено и исследовано 
явление синхронизации пространственно-времен-
ных структур [3]. 

В настоящей работе рассматривается дина-
мика двух связанных ансамблей из хаотических 
отображений с нелокальной связью. Каждый из 
ансамблей реализует химерные структуры, и це-
лью работы является анализ взаимной и внешней 
синхронизации химерных структур при вариации 
коэффициента связи между ансамблями.

Исследуемая модель

Рассмотрим динамику двух замкнутых в 
кольцо одномерных ансамблей из кубических 
отображений, связанных между собой по схеме, 
изображенной на рис. 1.

Поведение индивидуальных осцилляторов 
задается кубическим отображением, а каждый 
осциллятор с номером i (i = 1, 2, …, N) связан с 
соответствующим осциллятором второго коль-
ца коэффициентами связи γ12 и γ21  (см. рис. 1). 
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Уравнения ансамблей запишем в виде

Рис. 1. Схема двух связанных ансамблей, каждый из которых представляет 
собой кольцо из нелокально связанных хаотических отображений

Fig. 1. Scheme of two coupled ensembles, each representing a ring of nonlocally 
coupled chaotic maps
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ную связь между элементами колец. Количество 

осцилляторов в ансамблях положим N = 1000. 
Число соседних осцилляторов слева и справа от 
i-го осциллятора в системах примем P = R = 250.

Система уравнений (1) решалась численно 
при периодических граничных условиях и за-
дании начальных условий 0

ix  и 0
iy  (i = 1, 2, … ,

N), случайно распределенных по ансамблю в 
интервале [0,1].

Взаимная синхронизация

Для анализа эффекта взаимной синхрони-
зации в уравнениях (1) введем симметричную 
связь между ансамблями, положив 12 21    ,
и расстройку по управляющим параметрам a 
и  . Выберем значения a1 = 3.4, 1  = 0.55 и 
a2 = 3.5, 2  = 0.54. В этом случае в отсутствие 
связи в ансамблях реализуются различающиеся 
химерные структуры, показанные на рис. 2. 

Рис. 2. Мгновенные профили амплитуд xi  (а) и yi  (б) в фиксированный момент времени t = t* в отсутствие связи γ = 0. 
Параметры: a1 = 3.4, σ1 = 0.55 и a2 = 3.5, σ2 = 0.54

Fig. 2. Snapshots of amplitudes xi  (a) and yi (b) at a fi xed time t = t* without coupling γ = 0. System parameters: a1 = 3.4, 
σ1 = 0.55 и a2 = 3.5, σ2 = 0.54
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Для изображения химерных структур используем 
метод расчета мгновенного профиля амплитуд 
элементов ансамблей xi и yi  в фиксированный 
момент времени t = t* [15–18].

Как видно из рис. 2, химерные структуры в 
ансамблях xi и yi различаются. Рассмотрим, что 
будет происходить с введением связи γ > 0. Ре-
зультаты представлены на рис. 3. Как следует из 
рис. 3, с ростом коэффициента связи γ химерные 
структуры в ансамблях xi и yi сближаются и при 

γ = 0.2 практически полностью совпадают, сви-
детельствуя о синхронизации мгновенных про-
филей. Однако для вывода об эффекте взаимной 
синхронизации этих результатов недостаточно. 
Необходимо доказать, что осцилляторы xi и yi 
совершают синхронные колебания во времени и 
синхронизация реализуется в конечной области 
параметров. С целью обоснования выполнения 
указанных условий проводились расчеты коэф-
фициентов взаимной корреляции Ri (2) [19].

Рис. 3. Эволюция мгновенных профилей в ансамблях xi (1) и yi (2) с увеличением коэффициента связи γ: 0.016 (а), 
0.034 (б), 0.106 (в), 0.2 (г)

Fig. 3. Evolution of snapshots in ensembles xi (1) and yi (2) with increasing the coupling coeffi cient γ: 0.016 (a), 0.034 (b), 
0.106 (c), and 0.2 (d)
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единице. В асинхронном режиме Ri < 1. Резуль-
таты расчетов Ri для режимов, показанных на 
рис. 3, представлены на рис. 4.

Как видно из рис. 4, коэффициент взаимной 
корреляции Ri существенно меньше единицы в 
отсутствие синхронизации (рис. 4, а–в) и прак-

тически равен единице (0.99 < Ri < 1) в режиме 
синхронизации химерных структур (рис. 4, г). 
Таким образом, результат, представленный на 
рис. 3, г, действительно характеризует эффект 
взаимной синхронизации химерных структур 
в системе (1) с точки зрения их идентичности.

Рис. 4. Коэффициент взаимной корреляции Ri, рассчитанный для режимов, показанных на рис. 3: γ = 0.016 (а), 
γ = 0.034 (б), γ = 0.106 (в), γ = 0.2 (г). Параметры ансамблей: a1 = 3.4, σ1 = 0.55 и a2 = 3.5, σ2 = 0.54

Fig. 4. Cross-correlation coeffi cient Ri calculated for the regimes shown in fi g. 3 for γ = 0.016 (a), γ = 0.034 (b), γ = 0.106 (c), 
γ = 0.2 (d). Ensembles’ parameters: a1 = 3.4, σ1 = 0.55 and a2 = 3.5, σ2 = 0.54
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Покажем, что идентичность химерных 
структур сохраняется в конечной области значе-
ний коэффициента связи γ между ансамблями. 
С этой целью были рассчитаны коэффициен-
ты взаимной корреляции для осцилляторов 
с но мером i первого и второго ансамблей, 
входящих в химерный кластер (100 ≤ i ≤ 650). 
В качестве примера на рис. 5 представлены 

результаты расчетов Ri для осцилляторов хи-
мерной структуры с номером i = 425. Как 
видно из графика, приведенного на рис. 5, в 
заштрихованной области 0.13 ≤ γ ≤ 0.46 коэф-
фициент взаимной корреляции Ri ≈ 1.0 (i = 425). 
Итак, можно утверждать, что эффект взаим-
ной синхронизации химерных структур имеет 
место.
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Внешняя синхронизация

С целью исследования эффекта внешней 
синхронизации в уравнениях (1) рассмотрим 
случай однонаправленной связи, положив γ12= 0, 
γ21 = γ > 0. В этом случае осцилляторы ансамбля 

t
iy  будут воздействовать на соответствующие 

осцилляторы ансамбля t
ix  (см. рис. 1) однона-

правленно. Введем расстройку по параметрам 
ансамблей t

ix  и t
iy , положив a1= 3.3, σ1 = 0.51 и 

a2 = 3.5, σ2 = 0.54. Значения других параметров 
выберем, как и в предыдущем случае: N = 1000, 
P = R =250.

В силу расстройки по параметрам в ансам-
блях t

ix  и t
iy  в отсутствие связи γ = 0 реализу-

ются отличающиеся структуры, показанные на 
рис. 6.

Структура рис. 6, а отвечает режиму про-
странственно-временного хаоса в ансамбле xi, а 
в ансамбле yi реализуется режим амплитудной и 
фазовой химер (см. рис. 6, б) [18].

С введением связи γ > 0 ансамбль yi будет 
воздействовать на ансамбль xi и с ростом γ реали-
зуется эффект внешней (или вынужденной) син-
хронизации. Результаты представлены на рис. 7.

Рис. 5. Область взаимной синхронизации мгновенных профилей в системе (1) 
для осциллятора i = 425. Параметры ансамблей: a1 = 3.4, σ1 = 0.55 и a2 = 3.5, σ2 = 0.54
Fig. 5. Mutual synchronization region of snapshots in the system (1) for the oscillator 

i = 425. The parameters of the ensembles: a1 = 3.4, σ1 = 0.55 and a2 = 3.5, σ2 = 0.54
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Рис. 6. Мгновенные профили амплитуд t
ix  (а) и t

iy  (б) в отсутствие связи γ = 0
Fig. 6. Snapshots of amplitudes t

ix  (a) and t
iy  (b) without coupling γ = 0
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Как видно из рис. 7, при γ = 0.4 мгновенные 
профили xi и yi практически совпадают. Расчет 
коэффициента взаимной корреляции (рис. 8) 
подтверждает режим внешней синхронизации. 
Величина Ri в синхронном режиме Ri ≈ 0.99, т.е. 
близка к единице, в то время как при отсутствии 
синхронизации Ri существенно меньше единицы.

С целью показать, что в случае внешней 
синхронизации область синхронизации также 
характеризуется конечным интервалом значений 
коэффициента связи γ, проводились расчеты 
коэффициента взаимной корреляции Ri, ана-
логичные представленным на рис. 4. Расчеты 
показали, что коэффициент взаимной корреля-
ции Ri остается практически равным единице 
в конечной области изменения коэффициента 

Рис. 7. Мгновенные профили при воздействии осцилляторов ансамбля t
iy  (2) на осцилляторы ансамбля t

ix  (1) 
для различных значений параметра γ: 0.08 (а), 0.15 (б), 0.24 (в), 0,4 (г). Параметры ансамблей: a1 = 3.3, σ1 = 0.51 и 

a2 = 3.5, σ2 = 0.54
Fig. 7. Snapshots under the impact of the ensemble oscillators t

iy  (2) on the ensemble oscillators t
ix  (1) for different values 

of γ: 0.08 (a), 0.15 (b), 0.24 (c), and 0.4 (d). Ensembles’ parameters: a1 = 3.3, σ1 = 0.51 and a2 = 3.5, σ2 = 0.54
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Рис. 8. Коэффициент взаимной корреляции Ri в режиме 
внешней синхронизации (см. рис. 6, г)

Fig. 8. Cross-correlation coeffi cient Ri for the external syn-
chronization regime (fi g. 6, d)
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связи 0.39 ≤ γ ≤ 0.79 для кластера синхронной 
химерной структуры 90 ≤ i ≤ 950, представленной 
на рис. 7, г.

Выводы

В работе методами численного эксперимен-
та получены результаты, убедительно свиде-
тельствующие о реализации эффектов взаимной 
и внешней синхронизации химерных структур 
в двух связанных ансамблях кубических ото-
бражений с нелокальными связями. Путем 
расчета коэффициента взаимной корреляции 
Ri (2) подтверждена идентичность синхрон-
ных химерных структур и наличие конечной 
области синхронизации при вариации коэф-
фициента связи между взаимодействующими 
ансамблями.
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Background and Objectives: Effects of mutual and external 
synchronization of chimera states are studied in two coupled 
ensembles of discrete maps. Each of the ensembles is a one-
dimensional ring of nonlocally coupled cubic maps in the chaotic 
oscillation mode. In order to create differences in the dynamics 
of the ensembles when there is no coupling between them, a 
mismatch is introduced in the parameters of the individual oscil-
lators of the first and second rings. Effects of external and mutual 
synchronization of chimera states are explored in detail. Materials 

and Methods: The effect of synchronization of spatio-temporal 
structures in two coupled ensembles of discrete nonlinear oscilla-
tors is studied numerically. The identity of synchronous structures 
and synchronization regions was quantified by of calculating 
the cross-correlation coefficient between the corresponding 
oscillators of interconnected ensembles. Results: The effects of 
mutual and external synchronization of chimera structures have 
been established and confirmed by snapshots of the amplitude of 
oscillations, by calculations of the cross-correlation coefficient 
between the respective elements of the ensembles and by plotting 
the synchronization regions on the coupling parameter. Conclu-

sions: The paper presents the numerical results which show that 
the realization of the effects of mutual and external synchroniza-
tion of chimera states can be realized in two nonlocally coupled 
ensembles of cubic maps. The identity of synchronous chimera 
states and the presence of a finite region of synchronization in 
the variation of the coupling coefficient between the interacting 
ensembles are confirmed.
Key words: ensemble of coupled oscillators, nonlocal coupling, 
synchronization, chimera state, cubic map.
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