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Введение

Линии поглощения большинства веществ в газообразном со-
стоянии находятся в среднем инфракрасном диапазоне и могут 
изучаться с использованием методов спектроскопии. В [1] дается 
современный взгляд на источники излучения данного диапазона, 
включая рассмотрение возможности применения в спектроскопии  
квантово-каскадных лазеров (ККЛ). В соответствии с классификаци-
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ей, приведенной в [1], лазерные источники могут 
быть разделены на два класса: приборы, осно-
ванные на непосредственном излучении света из 
активной лазерной среды (источники А-класса), 
и приборы, базирующиеся на излучении света в 
результате нелинейно-оптического взаимодей-
ствия (источники B-класса). Среди приборов 
А-класса наибольшую популярность и развитие в 
последнее время получили ККЛ – лазеры, прин-
цип действия которых основан на внутризонных 
переходах при однополярной инжекции носите-
лей (электронов). Однако плохое качество пучка 
излучения и чрезвычайно сложное устройство 
активной области ККЛ, являясь неотъемлемыми 
свойствами этого типа лазеров, ограничивают 
возможности их прикладного использования. В 
то же время лазеры В-класса, такие как генера-
торы разностной частоты (ГРЧ) и оптические 
параметрические генераторы (ОПГ), почти 
идеально удовлетворяют потребностям спектро-
скопии высокого разрешения [1]. Они способны 
генерировать излучение в виде фундаментальных 
гауссовых пучков с узким частотным спектром в 
сочетании с возможностью перестройки длины 
волны излучения в широком диапазоне. 

Как известно, интенсивность внутрире-
зонаторного оптического поля, являющегося 
модой этого резонатора, может значительно 
(на несколько порядков величины) возрастать 
по сравнению с интенсивностью этого поля, 
рассматриваемого вне резонатора. Это обуслов-
лено тем, что лишь малая часть энергии поля, 
колеблющейся в резонаторе,  выходит наружу 
через сильно отражающее зеркало.   Поэтому 
следует ожидать наиболее эффективного не-
линейно-оптического взаимодействия от вну-
трирезонаторной конфигурации прибора, т.е. 
при расположении нелинейного кристалла вну-
три резонатора. Действительно, за последние 
годы были продемонстрированы эффективные 
ГРЧ и ОПГ, основанные на принципе внутри-
резонаторного нелинейно-оптического взаимо-
действия [2–5].

Упомянутые выше ОПГ были выполнены 
как однорезонаторные ВОПГ с накачкой титан-
сапфировым лазером [2], а позднее – лазером с 
вертикальным внешним резонатором, который 
также часто называют полупроводниковым дис-
ковым лазером (ПДЛ) [3]. В этом устройстве 
длина волны накачки λp (т.е. лазерного излуче-
ния) и сигнальная длина волны λs ВОПГ значи-
тельно отличались друг от друга (λp = 1.05 мкм, 
а λs = 1.6 мкм). Это позволило пространственно 

разделить резонаторы излучения накачки и сиг-
нала с помощью дихроичного делителя пучков 
(beamsplitter).  Для более близких значений λp и 
λs, т.е. для более длинноволнового излучения на 
разностной частоте, изготовление дихроичного 
делителя (а с ним и всего прибора) становится 
проблематичным.

Недавно нами была предложена концепция 
ВОПГ с накачкой ПДЛ, в котором излучения на-
качки и сигнала имеют один общий резонатор [6]. 
При этом необходимость в дихроичном делителе 
отпадает, а вся конструкция становится более 
компактной и удобной в использовании. 

Что касается внутрирезонаторных ГРЧ 
(ВГРЧ) [4, 5] – они были построены на основе 
так называемых двухцветных ПДЛ, т.е. ПДЛ, 
излучающих одновременно на двух спектраль-
ных линиях. Двухцветное излучение  ПДЛ было 
продемонстрировано с использованием двух 
лазерных чипов, усиливающих на двух частотах 
[5,7], или с использованием двух соседних по-
лос пропускания внутрирезонаторного эталона 
Фабри ‒ Перо [4, 8]. Заметим, что двухчастотная 
лазерная генерация в ПДЛ с одним активным 
зеркалом (чипом) была впервые предложена и 
реализована в работе [9]. Активное зеркало ла-
зера содержало квантовые ямы (КЯ) различной 
глубины (молярного состава), усиливающие 
на двух спектральных линиях с большим раз-
делением по длине волны. По нашему мнению, 
наиболее простая и компактная конфигурация 
ВГРЧ с использованием двухчастотного ПДЛ 
[9] может быть заимствована от ВОПГ [6]. 
При этом главное структурное отличие схемы 
ВГРЧ от ВОПГ будет заключаться в устройстве 
активного зеркала, а именно: активное зеркало 
ВОПГ содержит, подобно обычному ПДЛ, лишь 
одинаковые КЯ, тогда как для ВГРЧ эти ямы 
неидентичные.

1. Схема и математическая модель

Как уже было сказано, оба генератора могут 
быть схематически представлены в виде, изо-
браженном на рис. 1 (см. также [6, 10]). В схеме 
имеется внутренний резонатор, образованный 
между двухполосным брэгговским зеркалом 
(ДБЗ, в англоязычной транскрипции – double-
band mirror (DBM)) и отражающей гранью 
структуры, обращенной во внешний резонатор. 
Объем внутреннего резонатора заполнен актив-
ной средой, состоящей из квантовых ям (КЯ), 
разделенных барьерами. Поэтому внутренний 
резонатор мы называем также активным зер-
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калом. Для обеспечения необходимой полосы 
отражения брэгговское зеркало выполнено в 
виде двухполосного [11]. Внешний (основной) 
резонатор образован между ДБЗ, с одной сто-
роны, и выходным сферическим зеркалом – с 
другой. В данном генераторе обеспечивается 
одновременная генерация коротковолнового 
(с длиной волны 1.98 мкм) и длинноволнового 
(2.25 мкм) полей (в терминологии параметри-
ческого взаимодействия эти поля принято назы-
вать излучением накачки и сигнала). Внешний 
резонатор является общим для полей накачки 
и сигнала. Для обеспечения нелинейно-опти-
ческого взаимодействия, сопровождающегося 
генерацией излучения на разностной частоте 
(холостого излучения), вблизи активного зер-

кала (т. е. в области, где плотность оптических 
полей накачки и сигнала наиболее высока) 
размещен нелинейный кристалл GaAs с ква-
зисинхронизмом. Квазисинхронизм в изотроп-
ном кристалле GaAs реализуется с помощью 
периодического инвертирования нелинейной 
поляризации кристалла в результате скачко-
образного изменения ориентации кристалли-
ческой решетки. Этот метод, наряду с методом 
истинного фазового синхронизма (или просто 
синхронизма), основанного на анизотропии 
показателя преломления некоторых кристаллов, 
широко используется в последнее время [12]. 
Холостое излучение с длиной волны 16.5 мкм 
не является резонансным, т.е. может свободно 
выходить через внешнее зеркало.

Рис. 1. Устройство ВГРЧ и ВОПГ (схематически)
Fig. 1. Schematic setup for the ICDFG (intracavity difference-frequency 
generator) and the ICSRO (intracavity singly-resonant parametric oscillator)

Активные зеркала обоих генераторов от-
личаются друг от друга существенным обра-
зом. Поясним это отличие на примере рас-
смотрения энергетических (зонных) диаграмм 
(рис. 2). Во-первых, активное зеркало ВГРЧ 
(рис. 2, а) включает, по крайней мере, два 
кластера  (набора) КЯ различного молярного 
состава (мелкие Ga0.74In0.26Sb и глубокие 
Ga0.7In0.3As0.06Sb0.94), предназначенных 
для генерации излучения накачки и сигнала. 
Инверсия носителей в КЯ создается вследствие 
поглощения излучения оптической накачки 
(первичной накачки) в барьерных слоях, раз-
деляющих КЯ. Во избежание конкуренции 
за  носители  КЯ ,  принадлежащих  разным 
активным областям, эти области отделены 
друг от друга широкозонным блокинг-слоем 

(Al0.85Ga0.15As0.068Sb0.932), препятству-
ющим транспорту носителей между ними. 
Еще одной отличительной особенностью по 
сравнению с устройством активной области 
ВОПГ (рис. 2, б) является расположение КЯ 
относительно пространственной структуры 
оптических полей. Именно длинноволновые КЯ 
располагаются в узлах поля коротковолнового 
излучения. При этом связь оптических полей 
вследствие возможного поглощения этого излу-
чения является минимальной. Но каждый из на-
боров КЯ располагается в пучностях «своего» 
поля для обеспечения максимально возможного 
усиления. Как видно из рис. 2, б, устройство 
активного зеркала ВОПГ практически не от-
личается от активного зеркала обычного полу-
проводникового дискового лазера.
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Для построения математической модели 
рассмотрим отражения в структуре приборов 
(рис. 3) [13‒16]. 

Рис. 2. Энергетическая диаграмма активного зеркала ВГРЧ (а) и ВОПГ (б)
Fig. 2. Band diagram of the gain mirror for the ICDFG (a) and the ICSRO (b)

Рис. 3. Отражения в структуре генераторов
Fig. 3. Schematic view of refl ections in the devices

Здесь r и R ‒ модули коэффициента отра-
жения активного и выходного зеркала соответ-
ственно, rDBM ‒ коэффициент отражения ДБЗ. 
Нелинейный кристалл длиной Lc, находящийся 
вблизи активного зеркала, показан на схеме в 
виде заштрихованной области. Как уже упоми-
налось, мы рассматриваем поля внутри актив-
ного зеркала, а влияние внешнего резонатора 
учитывается с помощью многократных отра-
жений поля, комплексная амплитуда которого 
имеет внутри активного зеркала значение extA . 
Тогда величина эффективного коэффициента от-
ражения внешней поверхности активного зеркала 
может быть записана как

ext
ef

A Ar
A

,                     (1)

где знаки + / −  относятся к волнам, распростра-
няющимся в положительном/отрицательном 
направлении оси z. При выполнении суммиро-
вания отражений во внешнем резонаторе можно 
получить:

1

1

( )1 .
( )

m j m
ef ef

m

A t mr r R r e
A t

 
(2)

Здесь 2(1 ) /efR r r   , ω – угловая частота соот-
ветствующего поля, τ ‒ время кругового обхода 
внешнего резонатора, ( )A t m   –  реплика ком-
плексной амплитуды поля ( )A t , задержанная 
на время, равное m обходам. В двух предельных 
случаях, а именно, когда (i) 1   вследствие 

1efR   и когда (ii) 1   вследствие 1r   (ан-
тиотражающее покрытие на активном зеркале), 
можно ограничиться учетом лишь однократного 
обхода по внешнему резонатору. В первом случае 
реализуется модель Ланга‒Кобаяши [17]  слабой 
связи с внешним пространством, а во втором – 
наша модель, когда связь с внешним резонатором 
сильная. 

В формуле (2) величина efR  учитывает как 
вклад отражения от внешнего зеркала, так и вли-
яние нелинейно-оптического взаимодействия в 
нелинейном кристалле

 1/2
1 2 21 ( )efR R f f                

(3)
для излучения накачки и 

 1/2
2 1 11 ( )efR R f f                 

(4)
для сигнального излучения. Здесь if  соответ-
ствует одностороннему потоку фотонов поля 
накачки (i = 1) и сигнального излучения (i = 2), 
величина с индексом τ здесь и далее относится к 
моменту времени, задержанному на величину τ, 
т.е. ( )i if f t   . Мы полагаем, что поля накачки 
и сигнала представлены гауссовыми пучками с 
радиусами 1w  и 2w ; при этом оказывается, что 

2 2
1 22 / ( )w w      , 
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Здесь 
0 120Z   – импеданс свободного про-

странства, 1,2,3n  – показатели преломления не-
линейного кристалла GaAs для соответствующих 
длин волн, 

14d  – элемент тензора нелинейной 
восприимчивости, 1,2  – длины волн накачки и 
сигнального излучения, 3  – энергия фотона 
холостого излучения. 

Применяя подход, сформулированный в [16] 
с учетом вышеприведенных уравнений, получим 
следующую систему динамических уравнений с 
запаздыванием для анализируемого ВГРЧ:

(6)
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Здесь числа фотонов si и носителей i  нормирова-
ны на 0is  и ith соответственно, причем 0 /i iths   ,
где /r ph   , r и 1( )ph g sv    – время жизни 
носителей и фотонов во внутреннем резонаторе, 

ith –  пороговое значение числа носителей в i-той 
активной области, 2 s inT L  – потери на обходе 
резонатора, 1 2( ) ln (1 )s in in DBML r r R         – 
коэффициент потерь во внутреннем резонаторе. 
Коэффициент усиления iG  рассчитывался в со-
ответствии с [18, 19] в виде 01 lni i iG G   , где 

0 4 /i i QWG m G T  и im  представляет количество КЯ 
в i-той активной области, QWG – фактор усиления 
в расчете на одну КЯ (мы полагаем его одина-
ковым для КЯ различного молярного состава).  
Пороговое значение числа носителей можно 
определить в виде 2

0exp(1 / )ith i pp t im w N G  , где 
ppw  – радиус первичной накачки, tN  – поверх-

ностная плотность носителей при просветлении. 
Фактор нелинейного взаимодействия опре-
деляется как 0 /i i ina   , где 2 /in in gL v 

 
– 

время кругового обхода внутреннего резонатора. 
Мощность первичной накачки, нормализован-
ная на пороговое значение, обозначается как 

/i ithP P  . Точки над переменными в левых ча-
стях уравнений (6) означают дифференцирование 
по нормированному времени / rt  .

Система дифференциальных уравнений 
с запаздывающим аргументом для ВОПГ вы-

глядит аналогично системе (6) с очевидными 
изменениями, обусловленными изменениями в 
структуре активного зеркала, а именно: в систе-
ме уравнений для ВОПГ отсутствует член 2G , а 
также отсутствует уравнение для 2 .

2. Результаты численного моделирования

Линейная устойчивость (т.е. устойчивость 
относительно малых возмущений) стационар-
ного состояния (или, иначе, состояния равно-
весия динамической системы) исследовалась 
с помощью пакета программ DDEBIFTOOL 
[20]. Характеристическое уравнение для обеих 
динамических систем (ВГРЧ и ВОПГ) имеет 
бесконечное количество  корней, большинство 
из которых можно сгруппировать в два набора, 
состоящих их комплексно-сопряженных пар:

   
   

(1,3) (1) (1)

(2,4) (2) (2)

Re Im ,

Re Im .

n n n

n n n

j

j

  

  

 

 
         (7)

Кроме того, имеется счетное количество чисто 
действительных корней, однако их значения на-
много меньше по величине, чем действительные 
части корней из наборов (7). Поэтому для опреде-
ления устойчивости эти действительные корни не 
имеют существенного значения. Мнимые части 
корней (7), которые, как известно, определяют ча-
стоту колебаний малых отклонений от состояния 
равновесия, находятся в приблизительно кратном 
отношении с межмодовой частотой биений, т.е. 

 (1,2)Im 2 /n n   . Последнее соотношение соот-
ветствует выводам общей теории динамических 
систем с длительным запаздыванием [21]. 

Проведенными расчетами установлено, что 
в широкой области практически интересных зна-
чений параметров ВГРЧ и накачки действитель-
ные части корней (7) остаются отрицательными. 
Иными словами, стационарное положение дина-
мической системы (6) является устойчивым. Это 
положение практически важно для возможных 
применений ВГРЧ в системах спектроскопии 
высокого разрешения. 

Для ВОПГ ситуация сложнее. На плоскости 
параметров  / ,OPO    имеется область, где 
устойчивость равновесного состояния ВОПГ 
нарушается (т.е. среди корней уравнений (7) по-
являются корни с положительными значениями 
действительных частей; 11.03OPO   ‒ величина 
первичной накачки для порогового значения 
параметрической генерации). На рис. 4 в виде 
затемнения показана область параметров, где 

где
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устойчивость стационарного состояния гене-
рации нарушается. Линия, разграничивающая 
области на рис. 4, соответствует бифуркации 
Хопфа, где устойчивая точка сменяется в фа-
зовом пространстве предельным циклом, т.е. 
непрерывная генерация сменяется генераци-
ей с периодическим изменением амплитуды. 

Рис. 5. Динамика излучения накачки (1) и сигнала (2) 
в переходном режиме ВГРЧ (а) и ВОПГ (б). Для ВОПГ 
параметры выбраны в области неустойчивости стацио-

нарного состояния генерации 
Fig. 5. Transient dynamics of the pump (1) and signal (2) 
for the ICDFG (a) and ICSRO (b). The ICSRO’s parameters 
correspond to the region of unstable steady state emission

Рис. 4. Карта динамических режимов ВОПГ. Величина 
запаздывания нормирована на время жизни носителей τr 
Fig. 4. Map of dynamical regimes for the ICSRO. Time delay 

is normalized to the carrier lifetime τr

τ

OPO

Вдали от границы затемненной области на-
блюдается сложная динамика (рис. 5, б) – ква-
зи периодические или слабохаотические ко-
лебания. Для конкретизации типа движений 
динамической системы внутри заштрихованной 
области параметров требуется дополнительное 
исследование.

На рис. 5 изображена динамика переход-
ного процесса ВГРЧ (a) и ВОПГ (б). Линиями 
1 и 2 показаны графики для излучения накачки 
и сигнала соответственно. При расчетах мы 
полагали, что мощность первичной накачки 
включается скачком в момент времени t = 0. Из 
графиков видно, что для развития интенсивности 
излучения до заметных значений необходимо 
порядка нескольких десятков времен жизни 
носителей, что соответствует величине того же 
порядка, если измерять ее в единицах времени 
жизни фотонов во внешнем резонаторе (для ге-
нераторов с рассматриваемыми параметрами это 
время жизни составляет 2 / ( ) 4PH rL cT   ). Из 
рис. 5, a также следует, что установление коле-
баний к стационарному значению происходит 
в виде релаксационных колебаний, которые яв-

t/τr

t/τr

ляются слабозатухающими (характерное время 
затухания порядка 1000 τr ). 

Форма этих колебаний сложная – на вставке 
к рис. 5, a показан выделенный участок динами-
ческого поведения с периодом колебаний, при-
близительно  равным времени обхода 0.1 r  . 
В целом установление равновесного состояния 
происходит в результате затухающего процесса, 
который характеризуется многомасштабностью 
времен (имеются быстрые осцилляции с време-
нем порядка времени обхода по резонатору при 
медленном изменении размаха этих осцилляций). 

Стационарное состояние (состояние равно-
весия) генерации ВОПГ является неустойчивым 
при выбранных параметрах первичной накачки 

а/a

б/b
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3.62 40OPO    и длины резонатора 0.1 r 
(см. рис. 4). Колебания интенсивности также 
характеризуются многомасштабностью ‒ поч-
ти периодическим изменением на масштабе 
времени, соответствующем времени обхода 
внешнего резонатора (не показано на рис. 5, б) и 
медленным (на масштабе 1000 r ) нерегулярным 
изменением интенсивности.

Анализируя рис. 5, можно придти к заклю-
чению, что стационарное состояние излучения 
ВГРЧ является более устойчивым по отношению 
к ВОПГ и его использование в системах спектро-
скопии предпочтительно. 

Заключение

Построена модель ВГРЧ и ВОПГ в виде ди-
намической системы с запаздыванием и сформу-
лирована соответствующая система скоростных 
дифференциальных уравнений. Выполнены рас-
четы стационарного состояния (состояния равно-
весия динамической системы), его устойчивости 
относительно малых возмущений и динамики 
излучения в переходном режиме при включении 
излучения первичной накачки. 

Показано, что характеристическое урав-
нение обоих генераторов имеет бесконечное 
множество корней, большинство из которых 
могут быть сгруппированы в комплексно-со-
пряженные пары. Мнимые части корней, пред-
ставляющие собой частоты колебаний малых 
отклонений от состояния равновесия, отделены 
друг от друга частотой межмодовых биений в 
резонаторе устройства. Действительные части 
корней, максимальная из которых определяет 
время установления равновесия, являются  отри-
цательными для ВГРЧ в исследованной области 
параметров. Это практически важный вывод для 
предполагаемого применения ВГРЧ в устрой-
ствах спектроскопии. 

Для ВОПГ имеются области параметров, 
где состояние непрерывной генерации является 
неустойчивым. Неустойчивость развивается на 
масштабе времени 1000 r . Классификация типа 
динамического поведения в области неустой-
чивости на настоящий момент невыяснена и 
требует дальнейшего исследования. 
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Background and Objectives: High-resolution spectroscopy is 
known to need  sources of coherent radiation in the mid- and far-
infrared spectral bands. Sources based on optical nonlinear interaction 
(a difference-frequency generator and an optical parametric oscillator) 
are known to be almost ideally suitable for an application. Intracav-
ity realizations of the devices with a nonlinear crystal located in the 
cavity, can likely be made simple, compact and easy to use. Both a 
difference-frequency generator and an optical parametric oscillator may 
be thought of as a time delay dynamical system. The study of dynami-
cal system stability and its transient dynamics that follows the primary 
pump turning on, is thus of importance. Such an analysis is among the 
main  objectives of the manuscript. Materials and Methods: The 
mathematical model based on the differential rate equations with time 
delay has been proposed and numerically simulated. The linear stability 

of the steady state operation has been studied using the DDEBIFTOOL 
package. The transient dynamics of the dynamical system is analyzed 
with the Fortran codes. Results: The steady state operation point of 
the ICSRO is stable in a limited area the parameters, while that of the 
ICDFG keeps the stability for all values of the device parameters. The 
steady state operation takes on the order of 1000 carrier lifetimes to 
be settled. Conclusion: The findings obtained are of importance and 
have to be taken into account as the ICSRO and ICDFG to be applied 
in the high-resolution spectroscopy.  
Keywords: difference-frequency generator, optical parametric oscil-
lator, semiconductor disk laser, time delay dynamic system.
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