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Предложена математическая модель, на качественном уровне 
воспроизводящая колебательные процессы в системе авторегу-
ляции почечного кровотока. Модель содержит ансамбль двумо-
довых осцилляторов, взаимодействующих посредством двух 
типов (каналов) связи, различающихся как геометрией (древо-
видная структура и локальное взаимодействие), так и характе-
ром воздействия на индивидуальный осциллятор (модуляция 
энергонесущего параметра и процесс диффузионного типа). 
Выявлены основные режимы функционирования такой системы 
и взаимопереходы между ними. 
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COMPLEX WAVEFORMS AND SYNCHRONIZATION IN FUNC-
TIONAL MODEL OF VASCULAR NEPHRON TREE 
 
P.A. Scherbakov, O.V. Astakhov, D.E. Postnov 
 
We suggest functional model that qualitatively describes oscillatory 
processes in renal autoregulation. Our model consists of ensemble of 
two-mode oscillators that are coupled by means of two different 
pathways. The above coupling pathways count both the geometry of 
ensemble (tree-like structure or local interaction) and the specific 
action of individual oscillator (energy distribution netrwork or diffusive 
coupling). We study the typical operating regimes of suggested model 
as well as transitions between them. 
 
Key words: synchronization, functional model, vascular tree, nefron, 
hemodynamics, multistability, cluster. 

Введение 

Исследование поведения взаимодейст-
вующих автоколебательных систем – одна из 
основных задач теории колебаний и нели-
нейной динамики, которая во многом сво-
дится к выявлению и изучению разнообраз-
ных проявлений общего и фундаментального 
явления – синхронизации [1−3]. Диапазон 
приложений таких исследований весьма ши-
рок. Например, в радиофизике – это ансамб-
ли связанных осцилляторов [4], в нейрофи-
зиологии – коллективная динамика нейро-
нов-пейсмейкеров [5]. 

Замечательно, что при всем разнообра-
зии проявлений механизмы синхронизации 
универсальны и могут поэтому изучаться на 
примере относительно небольшого числа 
модельных систем. При этом расширение 
круга изучаемых конкретных задач связано с: 

- усложнением индивидуальной дина-
мики взаимодействующих автоколебатель-
ных систем;  

- изучением различных типов их взаи-
модействия;  
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- увеличением числа взаимодействую-
щих осцилляторов;  

- учетом способа их организации в ан-
самбль (геометрия связей).  

По каждому из упомянутых направле-
ний за последние десятилетия имеется зна-
чительный прогресс. Так, установлены ос-
новные закономерности синхронизации для 
хаотических [6, 7] и индуцированных шумом 
колебаний. Исследуются различные типы 
связи и соответствующие им характеристики 
синхронных режимов ансамблей осциллято-
ров  [8−10].  Изучаются  особенности  коопе-
ративной  динамики  осцилляторов  при  раз-
личных способах их организации в ансамбль 
[11, 12]. 

Вместе с тем бесконечное разнообразие 
окружающего мира предлагает все новые 
задачи со своей спецификой как свойствами 
самих взаимодействующих осцилляторов, 
так и характером их взаимодействия. Одна из 
таких задач возникла в результате исследо-
ваний физиологами закономерностей авторе-
гуляции почечного кровотока. 

Почки, будучи одним из важнейших ор-
ганов человека, предназначены для поддер-
жания постоянства объема и состава внекле-
точной жидкости, омывающей клетки орга-
низма, тем самым обеспечивая оптимальные 
условия их жизнедеятельности [13]. Они вы-
водят из организма избыток воды и раство-
ренных в ней веществ, а также выполняют 
различные метаболические функции. Почка 
человека содержит около миллиона нефро-
нов, каждый из которых может считаться 
мельчайшей функциональной единицей поч-
ки [14, 15] и способен  самостоятельно вы-
полнять ее главную функцию: регулировать 
химический и ионный состав плазмы крови 
посредством ее фильтрации. Одним из важ-
ных достижений в области ренальной физио-
логии было открытие автоколебательной ди-
намики в функционировании нефронов. 
 
Авторегуляция почечного кровотока:  
основные механизмы и экспериментальные свидетельства 
автоколебательной динамики 

Каждый нефрон (рис. 1, a) содержит так 
называемый  клубочек,  играющий  роль 
фильтра, с кровеносными сосудами, прино-
сящими и отводящими поток крови (аффе-

рентная и эфферентная артериолы). Фильт-
рат не удаляется из нефрона немедленно, а 
проходит процедуру регуляции химического 
состава в процессе продвижения по прокси-
мальному извитому канальцу и так называе-
мой петле Генле. Перед тем как перейти в 
дистальный каналец, петля Генле примыкает 
непосредственно к клубочку (macula densa). 
Здесь имеет место организованная природой 
обратная связь: в зависимости от химическо-
го состава фильтрата меняется тонус клеток 
гладкой мускулатуры, окружающих стенку 
афферентной артериолы, и ее диаметр изме-
няется: артериола сжимается при чрезмерно 
интенсивной фильтрации и расслабляется 
при ее недостаточной интенсивности. Такой 
механизм, наряду с заметным временем про-
хождения фильтратом петли Генле (порядка 
13 с), создает предпосылки для автоколеба-
тельной динамики. И действительно в экспе-
риментах на нефронах крысы in vivo P.P. Le-
ysec и N.H. Holstein-Rathlow наблюдали авто-
колебания проксимального гидростатическо-
го давления с периодом 20−40 с [16, 17]. Бы-
ла экспериментально доказана важная  роль 
упомянутых выше  факторов: канальцево-
гломерулярной обратной связи (КГОС), на-
личия существенной задержки при продви-
жении фильтрата по петле Генле, а также 
миогенного отклика афферентной артериолы 
[18−20]. 

Колебания той же частоты, но с фазо-
вым сдвигом, наблюдались и для концентра-
ции ионов натрия и хлора в дистальном ка-
нальце нефрона. Согласно результатам изме-
рений, высокая концентрация ионов хлора  
соответствует минимуму давления в каналь-
це [21]. Спектральный анализ записи артери-
ального давления и его сопоставление с ко-
лебательными свойствами отдельных нефро-
нов подтверждают предположение о том, что 
наблюдаемая колебательная динамика явля-
ется результатом внутренних свойств систе-
мы, а не привнесена извне. Была выявлена 
связь гипертонии с характеристиками коле-
баний в нефронах. В частности, было экспе-
риментально зафиксировано наличие нерегу-
лярных (хаотических) колебаний прокси-
мального давления для крыс с повышенным 
артериальным давлением [22]. 
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Рис. 1.  Схематичное представление основных частей нефрона и путей их взаимодействия. В сегментах 1 и 2 уда-
ляется вода, в сегментах 3−5 регулируется концентрация ионов натрия и хлора (а).  Схематичное  представление 
ветвления  кровеносных  сосудов  почки  от  единственной  почечной  артерии   (внизу)  до  васкулярного  дерева 

из 10−20 нефронов (вверху) (б) 
 

 

Почка как ансамбль осцилляторов:  
геометрия и характеристики связей 

Задача снабжения кровью каждого из 
нефронов «решена» природой типичным для 
живых систем образом: единственная почеч-
ная артерия  неоднократно ветвится на более 
мелкие сосуды, распределенные по мозгово-
му веществу и коре почки, как это схематич-
но изображено на рис. 1, б. В результате об-
разуется 50−100 тысяч отростков артерий, 
каждый из которых (уже не ветвясь) снабжа-
ет кровью по 10−20 нефронов, соединенных 
с ним посредством афферентных артериол. 
Такую структуру ветвления сосудов называ-
ют васкулярным деревом (vascular tree). 

Для краткости описания далее под вас-
кулярным деревом нефронов будет пони-
маться совокупность нефронов и общего 
кровеносного сосуда, к которому они при-
соединены. Следует заметить, что в таких 
деревьях около 50% нефронов расположены 
парами (имеют общую артериолу) и порядка 
5% – триплетами. 

Очевидно, что авторегуляция интенсив-
ности кровотока на входе в отдельно взятый 
нефрон влияет на давление крови в ближай-
шей к нему точке ветвления. Таким образом, 
изменение состояния одного нефрона застав-
ляет соседние нефроны реагировать на изме-
нившиеся условия в процессе поддержания 
нужного режима фильтрации. Результатом 

является «конкуренция» нефронов за поток 
крови: его рост на входе одного из нефронов 
приводит к уменьшению потока соседнего и 
наоборот. 

Кроме того, электрические потенциалы, 
управляющие сечением артериолы на входе в 
нефрон (так регулируется поток втекающей 
крови), способны распространяться вдоль 
стенок сосуда и достигать артериол близко-
расположенных нефронов, вмешиваясь в их 
работу [23, 24]. Такое взаимодействие при-
водит к обратному эффекту: уменьшение 
просвета афферентной артериолы нефрона 
индуцирует тот же (хотя и ослабленный) эф-
фект для соседей. 

Таким образом, неизбежность взаимо-
действия нефронов следует уже из анатоми-
ческих особенностей строения почки. Под-
тверждается это и результатами эксперимен-
тов, а именно удается зафиксировать режимы 
синхронизации нефронов, принадлежащих к 
одному дереву [25]. При этом наблюдаются 
как синфазные, так и противофазные режимы 
колебаний. 

 
Функциональный подход в моделировании 

На данный момент известны количест-
венные математические модели одиночных 
[26−29], а также парных нефронов [30, 31]. 
Эти модели неплохо воспроизводят такие 
характеристики, как частота колебаний, а 

 
                       а                                                                                              б 
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также уровень максимального и минималь-
ного давления в проксимальном канальце. 
Однако работ, связанных с количественным 
моделированием процессов в рамках васку-
лярного дерева нефронов, крайне мало [11, 
24, 32, 33]. 

Во многом это связано со сложностями, 
возникающими при численном моделирова-
нии больших ансамблей количественных мо-
делей нефронов в структуре типа васкуляр-
ного дерева. Такая математическая модель 
имеет сотни динамических переменных и 
десятки управляющих параметров, далеко не 
все из которых имеют адекватные экспери-
ментальные оценки. В то же время представ-
ляет несомненный интерес исследование хо-
тя бы общих свойств такого ансамбля неф-
ронов,  как  нелинейная  автоколебательная  
система и выявление типичных режимов ее 
функционирования в зависимости от соот-
ношения управляющих параметров. 

В свете всего вышеперечисленного при-
влекательным и адекватным является ис-
пользование функциональных моделей, а 
именно как сами нефроны, так и способ их 
организации в ансамбль представляются уп-
рощенными модельными уравнениями, вос-
производящими, однако, наиболее сущест-
венные свойства прототипа. В нашем случае 
такими свойствами можно считать: 

1) наличие двух источников колебатель-
ной динамики в одиночном нефроне; при 
этом «медленная мода» связана с автоколе-
баниями вследствие наличия задержки в пет-
ле Генле и КГОС, тогда как быстрая мода 
отображает в 3−5 раз более быстрые колеба-
ния диаметра афферентной артериолы при 
регуляции сосудистого тонуса, которые но-
сят затухающий характер; 

2) характер зависимости автоколебаний 
в нефроне от артериального давления: при 
слишком низком или слишком высоком дав-
лении в афферентной артериоле автоколеба-
ния не наблюдаются; 

3) древовидная структура связи, которая 
в пределе упрощения может быть разложена 
на минимальные ансамбли 2 и 3 нефронов, 
подсоединенных к общему источнику (кро-
веносному сосуду), либо на группу, подсое-
диненную последовательно к общему «ство-
лу» через некоторые промежутки; 

4) дуальный характер взаимодействия, 
обусловленный упомянутыми выше меха-
низмами. 

В нашей работе мы предлагаем имита-
ционную модель нефрона, а также техноло-
гию численного моделирования, позволяю-
щую воспроизвести различные варианты гео-
метрии васкулярного дерева. Как показыва-
ют результаты вычислительного эксперимен-
та, такая модель воспроизводит на качест-
венном уровне динамику нефрона в части 
быстрой и медленной колебательных мод.  

 
1. Имитационная модель нефрона в виде двумодового  
осциллятора 

Наиболее простой вид функциональной 
модели нефрона был предложен в работе 
[34]. Эта модель представляет собой двумо-
довый осциллятор с соотношением частот 
медленной и быстрой моды от 1 : 1 до 1 : 6. 
Модель состоит из двух связанных осцилля-
торов: одного, демонстрирующего автоколе-
бательную динамику (медленная подсисте-
ма), и второго – демпфированного (быстрая 
подсистема). Каждый из осцилляторов пред-
ставлен системой из двух дифференциаль-
ных уравнений первого порядка. 

В работе [34] выбор вида нелинейностей 
быстрой подсистемы основан на анализе 
уравнений количественной модели Барфреда 
одиночного нефрона [26], в то время как 
уравнения для медленной подсистемы запи-
саны из самых общих соображений (наличие 
автоколебательной динамики) в виде осцил-
лятора ван дер Поля [35]. Как известно, в 
этой классической модели теории колебаний 
отсутствует параметр, явно описывающий 
приток энергии в систему. Для нефрона роль 
такого энергонесущего параметра играет ар-
териальное давление крови на входе в неф-
рон [32], и учет его в модели представляется 
принципиально важным. 

Для целей нашего исследования была 
предложена модель в следующем виде: 

 

,yx =&                            (1) 
 

,)())(( cvxxRNxNRyPy +−−′+−=&   (2) 
 

,vu =&                            (3) 
 

);,()в1( uxFeuDvv u ++−−=&          (4) 
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В качестве медленной подсистемы (1), (2) 
был использован осциллятор с нелинейно-
стью N-типа из [36]. В гемодинамической 
интерпретации параметр R есть безразмер-
ный аналог сопротивления входной артерио-
лы, а P – аналог давления на входе артерио-
лы. Выбранная модель медленной подсисте-
мы относится к широко известному классу 
осцилляторов с нелинейностью N-типа, но 
отличается наличием параметра, эквивалент-
ного напряжению питания в радиофизиче-
ской  интерпретации. Данная  модель  анали-
зировалась в [33, 36]. В частности, было по-
казано, что автоколебания возможны в огра-
ниченной области значений E. Это хорошо 
согласуется с результатами по моделям неф-
ронов, где для слишком низкого и слишком 
высокого кровяного давления автоколебаний 
не наблюдается. 

В качестве быстрой подсистемы (3), (4) 
нашей модели был оставлен нелинейный, 
параметрически возбуждаемый демпфиро-
ванный осциллятор, использованный в [36], с 
масштабными коэффициентами ku и du для 
адаптации к выбранной медленной подсис-
теме. Связь двух подсистем осуществляется 
посредством нелинейной функции F(x,u) в 
быстрой подсистеме и коэффициента c об-
ратной связи в медленной подсистеме. 

Типичный набор значений управляю-
щих  параметров  включал:  R = 0.15, c = 13.2, 
β = 0.0009,  A = 0.474,  γ = 11.09,  D = 0.1061, ku = 

= 0.4, du = −5. 
На рис. 2 приведена однопараметриче-

ская диаграмма, характеризующая наличие 
автоколебаний в модели (1)−(4) в зависимо-
сти от значения параметра P. Как можно ви-
деть, они отсутствуют при значениях P менее 
4.55 и больших, чем 9.3. Наличие быстрой 
подсистемы, обеспечивающей, по сути, об-
ратную связь, приводит к эффекту гистерези-
са: в области 4.55−6.41 режим автоколебаний 
и режим устойчивой точки сосуществуют. 

 
Рис. 2. Зависимость амплитуды колебаний модельной 
системы от параметра P. При значениях  меньших 4.55 
и больших 9.3 автоколебания в осцилляторе отсутст-
вуют. В области значений параметра P между 6.41 
(пунктирная линия) и 9.3 автоколебательный режим 
представляет единственный аттрактор системы, тогда 
как в области 4.55−6.41 режим автоколебаний и режим 

устойчивой точки сосуществуют 
 

Помимо самого факта наличия автоко-
лебательной динамики, главное свойство мо-
дели (1)−(4) – это наличие двух различных 
временных масштабов, один из которых оп-
ределяется автоколебательной подсистемой 
(1)−(2), а второй – колебаниями в нелиней-
ном осцилляторе (3)−(4). Несмотря на нали-
чие в этой подсистеме постоянного затуха-
ния (параметр D), сложный характер воздей-
ствия со стороны медленной подсистемы, 
задаваемый F(x,u), порождает разнообразные 
колебательные режимы. В [34] упоминается 
наличие квазипериодических режимов, а 
также детально обсуждается раздельная син-
хронизация двух пар базовых частот хаоти-
ческих автоколебаний. Таким образом, мо-
дель (1)−(4) демонстрирует две моды коле-
баний на различных частотах, которые могут 
находиться как в рациональном соотношении 
(резонанс), так и быть рассинхронизованы. 

Ранее в [31] был обнаружен эффект рас-
синхронизации быстрой и медленной мод 
хаотических колебаний в количественной 
модели нефрона, где каждое из характерных 
времен имеет ясную физиологическую ин-
терпретацию (время прохождения фильтра-
том петли Генле и квазипериод колебаний 
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диаметра афферентой артериолы). Нами бы-
ла выявлена аналогичная перестройка хаоти-
ческого автоколебательного режима модели 
(1)−(4). На рис. 3, a приведена характерная 
временная реализация колебаний по пере-
менной y. Низкочастотная мода колебаний 
представлена последовательностью выбросов 
положительной и отрицательной полярности. 
Высокочастотная мода колебаний отражена 
заполнением интервалов между выбросами, 
причем форма этого заполнения (амплитуда 
и количество пиков) не повторяется от ква-
зипериода к квазипериоду. Для количествен-
ной характеристики соотношения между час-
тотами мод рассчитывалось число вращения 
r как среднее по реализации число колебаний 

быстрой подсистемы на один период колеба-
ний медленной подсистемы. График измене-
ния r при вариации P представлен на рис. 3, 
б. Несмотря на то, что интервал значений P 
на графике соответствует хаотическому ре-
жиму, величины r выявляют две качественно 
различные ситуации, а именно при P < 5.293 
число вращения изменяется с изменением P, 
отражая факт независимого изменения двух 
временных масштабов хаотических колеба-
ний. При P > 5.293 число вращения r равно 
1/6 в пределах точности измерений: на каж-
дый квазипериод низкочастотной моды при-
ходится ровно 6 квазипериодов высокочас-
тотной моды, в то время как колебательный 
режим в целом остается хаотическим. 

 

 
Рис. 3.   Пример   временной   реализации   для   случая   хаоса   с  рассинхронизованными   модами  
P = 5.288 (а).  Зависимость  числа  вращения  r  от  параметра  Р. При значении параметра P > 5.293 
наблюдается  хаотический  режим  с  синхронизованными  модами,  число  вращения  r = 1/6.  При  
P < 5.293  моды  хаотического  режима  рассинхронизованы,  число   вращения  меняется при вари-  

ации P (б) 
 

На рис. 4 такая перестройка хаотическо-
го режима охарактеризована более детально. 
Приведены фазовые проекции и спектры ко-
лебаний для двух значений P: P = 5.3 (левая 
колонка) и P = 5.288 (правая колонка). Разли-
чие в характеристиках очевидно: при сохра-
нении общей структуры фазового портрета 

рассинхронизация мод отображается наличи-
ем дополнительных петель траектории на 
панели (г), выбивающихся из «общего русла» 
шестиоборотной структуры на панели (a). 
Сравнение панелей (б) и (д) позволяет уви-
деть, что в окрестности утолщения пучка 
траекторий (левая нижняя четверть рисунка) 
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при рассинхронизации мод могут образовы-
ваться дополнительные петли, наличие кото-
рых и определяет мгновенное значение r. 
Диагностика с помощью усредненных спек-
тров мощности по переменной x дает инте-
ресные результаты: спектр на панели (в) име-
ет все признаки двухчастотного колебатель-

ного режима (г), хорошо видны пики, соот-
ветствующие низкочастотной и высокочас-
тотной моде колебаний, тогда как спектр на 
панели (в) более похож на типичный разви-
тый спектр одномодового хаоса. При этом 
низкочастотный пик оказывается размытым 
и практически не наблюдается.  

 
 

 
Рис. 4.  Сравнение характеристик хаотического режима с синхронизованными (слева, P = 5.3) и рассин-
хронизованными  (справа,  P = 5.288)  модами.  Проекции  фазового  пространства на плоскость x : y (a, г); 
то же в укрупненном масштабе (б, д); усредненные спектры мощности колебаний по переменной x (в, е) 

 

Этот факт согласуется с поведением фа-
зовых траекторий: различное количество 
мелкомасштабных петель траектории приво-
дит к большой дисперсии времени в левую 
часть фазового портрета на панелях (a) и (г), 
что и размывает проявление соответствую-
щего временного масштаба в спектре. 

Таким образом, наблюдаемый эффект 
рассинхронизации мод хаотического режима 
не сводится ни к классическому случаю син-
хронизации двух частот «на фоне» хаотиче-
ских автоколебаний, что было бы близко к 
активно изучавшимся в последние десятиле-
тия механизмам синхронизации хаоса, ни к 

а г 

б 

в 
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типичной эволюции характеристик хаотиче-
ского аттрактора по мере увеличения пара-
метра надкритичности (этот вопрос обсуж-
дался в [34]). Для целей нашего исследова-
ния важно, что поведение имитационной мо-
дели (1)−(4) воспроизводит характерные чер-
ты динамики количественных моделей неф-
ронов и тем самым обосновывает ее приме-
нение для целей моделирования более круп-
ных структур. 

 
2. Моделирование структуры связей васкулярного дерева 

Как уже упоминалось выше, взаимо-
влияние нефронов в васкулярном дереве обу-
словлено как модуляцией давления в общем 
кровеносном сосуде (гемодинамическая 
связь), так и распространением электриче-
ского потенциала по стенкам артериол (мио-
генная связь). Для математической модели 
двух или трёх нефронов указанное взаимо-
действие нетрудно описать в явном виде пу-
тём  соответствующей модификации уравне-
ний. Однако для целей моделирования более 
крупных ансамблей нефронов и, особенно, с 
учетом их сложной геометрии более гибким 
и эффективным представляется описанный 
ниже метод, основанный на дискретном 
представлении неоднородной структуры сре-
ды [37]. А именно пространственная струк-
тура моделируемого ансамбля представлена 
в виде набора элементов с различными свой-
ствами и различным характером локального 
взаимодействия с ближайшими соседями.  

На практике такая матрица элементов 
задается в виде графического файла, цвет 
каждого пикселя которого кодирует свойства 
элемента. На рис. 5 каждой клетке соответст-
вует своя система уравнений. 

(0) – Пустая клетка. Правые части урав-
нений и сами переменные тождественно рав-
ны нулю, взаимодействие отсутствует. 

(1) – Имитация большого кровеносного 
сосуда, давление P в котором постоянно и 
равно p: 

,Pp =  ,0=p& ∑ −
= .

d

i

R
vvv&µ  

 

Здесь уравнение для потенциала v на качест-
венном уровне описывает пассивное распро-
странение  электрического  сигнала  по  стен- 

 

 
Рис. 5.  Пример моделирования  двух  связанных  
двумодовых осцилляторов при помощи пиксель- 

ной матрицы 
 

кам сосуда, Rd – погонное сопротивление, µ – 
параметр, пропорциональный погонной ем-
кости. В случае соседства с элементами ти-
пов 0 или 3, для которых величина v не опре-
делена, принимается vi. Индекс i в этом и по-
следующих описаниях элементов принимает 
значения i = 1, r, t, b, которые указывают на 
элемент, расположенный слева, справа, свер-
ху и снизу соответственно. 

(2) – Имитация малого кровеносного со-
суда с меняющимся давлением: 
 

,∑ −
=

c

i

R
ppp&ξ  ∑ −

= ,
d

i

R
vvv&µ  

 

где Rc – погонное гемодинамическое сопро-
тивление, µ – параметр, пропорциональный 
эластичности сосуда.  

(3) – Медленная подсистема (имитация 
КГОС-осциллятора нефрона). Значения pi и vi 
не равны нулю только в случае соседнего 
элемента  типа  1,  2  или  типа  4,  соответст-
венно. 

,yx =&
.)())(( '

ii cvxxRNxNRypy +−−+−=&  
 

(4)  – Быстрая подсистема (имитация 
миогенного отклика артериолы нефрона): 
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В отличие от предыдущих элементов, индекс 
при vi указывает на элементы, соседние к 
смежному элементу типа 3. 

В процессе компьютерного моделирова-
ния все элементы описанной выше матрицы 
перебирались при выполнении каждого шага 
численного интегрирования. При этом коли-
чество взаимодействующих двумодовых ос-
цилляторов и геометрия их подключения к 
общему кровеносному сосуду задавались 
просто соответствующей закраской пикселей 
графического файла, что позволяло модели-
ровать самые разнообразные случаи. Ниже 
описаны результаты, полученные для базо-
вых (простейших) конфигураций, исследова-
ние которых необходимо для лучшего  по-
нимания нелинейных механизмов, опреде-
ляющих динамику такой системы. 

 
3. Синхронные колебательные режимы  
в случае простейших структур связи 

В почке млекопитающих порядка 50% 
нефронов расположены парами (делят общий 
участок артериолы), а 5% – соединены в три-
плеты. По этой причине вопрос о динамике 
таких структур представляет очевидный ин-
терес.  

В рамках решаемой нами задачи имеют-
ся две особенности, определяющие специфи-
ку проявления синхронизации и отличия от 
хорошо исследованных случаев. Каждая из 
взаимодействующих автоколебательных сис-
тем имеет две моды колебаний, и связь осу-
ществляется по двум каналам, по-разному 
воздействующим на осцилляторы. В рамках 
данного раздела проиллюстрируем те осо-
бенности, которые возникают при симмет-
ричном соединении двух осцилляторов. При 
их моделировании матрицей элементов (см. 
рис. 5) кровеносный сосуд от точки с посто-
янным значением параметра P до точки 
ветвления был представлен 8 элементами 
матрицы, участок от точки ветвления до ос-
циллятора – тремя элементами и один эле-
мент описывал точку ветвления. 

При наличии только гемодинамической 
связи через переменную p (что задается ус-
ловием 1/Rd = 0) имеет место тенденция к 
противофазной синхронизации медленной 
моды колебаний. 

Рассмотрим два связанных осциллятора 
при Rc = 0.001, ξ = 40. Как можно видеть на 
рис. 6, в этом случае устанавливается син-
хронный режим колебаний с разбегом фазы в 
половину периода. Подобные результаты 
были получены в [36] для связанных по пи-
танию одномодовых осцилляторов. В нашем 
случае к колебаниям медленной моды  «при-
вязаны» колебания быстрой моды, хорошо 
различимые на рисунке.  Их наличие и опре-
деляет сложную геометрию фазовой проек-
ции. 

Следует отметить, что сдвиг фаз коле-
баний быстрой моды (его легко диагностиро-
вать по фазовому портрету, см. рис. 6, б) не 
постоянен в пределах общего периода. Это 
подтверждает тот факт, что синхронизация 
осуществляется в результате взаимодействия 
осцилляторов по медленной моде. 

В условиях только миогенной связи по-
средством переменной v, а также смешанной 
связи по обоим каналам наблюдается гораздо 
более сложная картина. В зависимости от 
выбора величин Rd и Rc наблюдается различ-
ное количество сосуществующих синхрон-
ных режимов колебаний, различающихся 
сдвигом фаз – имеет место фазовая мульти-
стабильность. На рис. 7 приведены времен-
ные реализации и фазовые проекции для трех 
таких режимов. Как можно видеть, сдвиг фаз 
∆φ по общему периоду колебаний (то есть по 
периоду медленной моды) не соответствует 
ни синфазной, ни противофазной синхрони-
зации и составляет 0.4π, 0.54π, 0.7π. Однако 
на графиках временных реализаций пере-
менных хорошо видно, что во всех случаях 
имеется несколько (точнее, 4, 3 и 2) квазипе-
риодов колебаний быстрой моды, минимумы 
которых совпадают для обоих переменных. 
Данное наблюдение позволяет диагностиро-
вать механизм образования множественных 
синхронных режимов, опираясь на работы по 
механизму фазовой мультистабильности [38, 
39, 40]. 

Как уже упоминалось, миогенная связь 
носит диффузионный (выравнивающий ха-
рактер), чем обусловлена тенденция к син-
фазной   синхронизации   по   переменной   v, 
то есть по колебаниям быстрой моды. Одна-
ко одному и тому  же  сдвигу  фаз  колебаний   
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Рис. 6.  Противофазная  синхронизация  двух  связанных  двумодовых  осцилляторов при P = 8.6, Rc = 0.001, 1/Rd = 0: 
a – проекция фазового пространства на плоскость x1 : x2;  б – проекция фазового пространства на плоскость v1 : v2;  

в – временные реализации x1 : x2;  г – временные реализации v1 : v2 
 

 

 
Рис. 7. Временные реализации (слева) и фазовые проекции (справа) трех  сосуществующих 
синхронных режимов при P = 6.0, Rd = 16.5, µ = 1, Rc = 0.01, ξ = 40. Сдвиг фаз колебаний со-
ставляет:  a – ∆φ = 0.4π,  б – ∆φ = 0.54π,  в – ∆φ = 0.7π. Непрерывная и пунктирная линии со-
ответствуют  переменным  x1  и  x2.  Фазовые  проекции  справа  даны  по  переменным x1 : x2  

в пределах [−5; 15] по обоим направлениям 
 

 

а 

 

 

б 

 

г в 

а 
 
 
 
 
 
б 
 
 
 
 
в 

t

t t 



 

48                                                                                                                                                                             Íàó÷íûé îòäåë 

Èçâåñòèÿ Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. 2009. Ò. 9. Ñåð. Ôèçèêà, âûï. 1

быстрой моды соответствует несколько ва-
риантов сдвига фаз медленной моды колеба-
ний. При подходящих значениях параметра 
связи сразу несколько вариантов синхронных 
режимов, синфазных по быстрой моде коле-
баний, но отличающихся сдвигом фаз мед-
ленной моды могут быть одновременно ус-
тойчивы. Данный эффект был продемонст-
рирован для двумодовых колебаний в [38], 
его особенности при одновременной связи по 
нескольким переменным обсуждались в [39]. 
В [40] результаты были обобщены как «суб-
гармонический механизм фазовой мульти-
стабильности». В отличие от упомянутых 
выше работ, в нашем случае колебания бы-
строй моды не непрерывны в пределах обще-
го периода: как можно видеть на рис. 7, ам-
плитуда и частота быстрой моды значитель-
но отличаются для положительной и отрица-
тельной полуволны медленной моды колеба-
ний. С одной стороны, это делает невозмож-
ным синхронизацию на определенных сдви-
гах фаз, а с другой – потенциально способст-
вует формированию дополнительных син-
хронных режимов. Полная картина фазовой 
мультистабильности в исследуемом случае 
весьма сложна. В частности, на рисунке при-
ведены не все обнаруженные при данных 
параметрах синхронные режимы. Однако 
механизм их формирования представляется 
вполне ясным и соответствует описанному 
выше. 

Увеличение силы взаимодействия по 
каналу гемодинамической связи (рост пара-
метра Rc) усиливает тенденцию к синхрони-
зации в противофазе и, таким образом, ос-
лабляет устойчивость в первую очередь тех 
режимов, которые характеризуются наи-
меньшим сдвигом фаз (см. рис. 7, а), тогда 
как режимы, более близкие к противофазно-
му (см. рис. 7, в), могут становиться более 
устойчивыми. 

Итак, динамика двух симметрично свя-
занных двумодовых осцилляторов характе-
ризуется значительным разнообразием син-
хронных режимов: чисто гемодинамической 
связи соответствует противофазная синхро-
низация по медленной моде колебаний, а 
значит и в целом. Чисто миогенной связи 
соответствует синхронизация в фазе по бы-

строй моде колебаний, но наличие медлен-
ной моды порождает несколько сдвигов фазы 
колебаний в целом, отвечающих данному 
условию. В результате одновременное дейст-
вие двух каналов связи приводит к наличию 
набора синхронных режимов с различным 
сдвигом фаз в зависимости от силы взаимо-
действия по каждому из каналов. Полная 
картина, включающая все реализующиеся 
синхронные режимы и области их устойчи-
вости на плоскости управляющих парамет-
ров, представляется весьма сложной и требу-
ет отдельного исследования. 

 
4. Кластерная генерация и индуцированный связью  
сдвиг частоты колебаний 

Структура разветвленного васкулярного 
дерева нефронов, на функциональное моде-
лирование которой нацелена наша модель, 
может быть разложена на подансамбли с бо-
лее упорядоченной геометрией связи. В пре-
дыдущем разделе анализировался простей-
ший случай, когда осцилляторы ансамбля 
равноудалены от точки с постоянной вели-
чиной P. Другой важной ситуации соответст-
вует распределение нефронов вдоль «ствола» 
дерева и описывается моделью, в которой 
ряд нефронов (в нашей модели – двумодовых 
осцилляторов) последовательно присоединен 
к общему кровеносному сосуду, давление в 
котором падает по мере удаления от «осно-
вания» (точки с постоянным P). Такой ан-
самбль имеет структуру, схематически пока-
занную на рис. 8 и рассматривался в работах 
[32−34, 36]. 

 

 
Рис. 8. Структура связи типа «цепь». Цифрами отмечены 
номера осцилляторов. В пиксельном шаблоне расстояние 
от большого кровеносного сосуда до первой точки ветвле-
ния малого кровеносного сосуда составляет 4 пикселя, 
между  точками  ветвления  малого  кровеносного сосуда – 
один  пиксель  плюс  один на точку ветвления, длина арте- 

риолы каждого элемента составляет 3 пикселя 
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В частности, был обнаружен эффект так 
называемой кластерной генерации, когда в 
силу особенностей связи в автоколебатель-
ном режиме оказываются не все элементы 
цепочки, а лишь их группа (кластер). Этот 
эффект является следствием двух факторов. 
Во-первых, область существования автоко-
лебательного режима для отдельно взятого 
осциллятора ограничена по величине p: при 
слишком малых и слишком больших его зна-
чениях автоколебаний нет. Во-вторых, сред-
няя величина p будет уменьшаться по мере 
удаления от начальной точки с постоянным 
P. Таким образом, положение рабочей точки 
осцилляторов будет меняться при движении 
вдоль цепи, и вполне вероятна ситуация, ко-
гда лишь часть их них генерирует колебания, 

тогда как остальные находятся в передемп-
фированном режиме. 

На рис. 9 приведены временные реали-
зации по переменной x для 10-ти осциллято-
ров цепочки при одном (a) и при двух (б) ка-
налах связи. Как можно видеть, в режиме 
автоколебаний находятся осцилляторы с чет-
вертого по девятый в колонке (a) и со второ-
го по восьмой – в колонке (б). Для осцилля-
торов, находящихся ближе к началу цепочки, 
получаемое ими значение p избыточно, в то 
время как для осцилляторов, находящихся 
ближе к концу цепочки, – оно недостаточно 
для возбуждения автоколебаний. На рисунке 
можно также различить колебания малой ам-
плитуды в осцилляторах, находящихся вне 
осцилляторного кластера. 

 
 

 
 
Рис. 9.  Временные  реализации  для  группы  из  10-ти  осцилляторов  цепочки: с 3 по 12 элемент: 
a – случай одного канала связи P = 13.0, Rc = 0.001, ξ = 40, 1/Rd = 0, µ = 1; в режиме автоколебаний 
находятся  только  шесть  осцилляторов,  колебания  во  всех  шести  осцилляторах  не  синхро-
низованы,  хорошо  выражена  быстрая  мода  колебаний; б – случай двух каналов связи, P = 13.0, 
Rc = 0.001, ξ = 40, Rd = 0.25, µ = 1. В режиме автоколебаний находятся шесть осцилляторов, одна-
ко за счет модуляции питания в центральной ветви цепочки наблюдаются колебания небольшой 
амплитуды   в   десятом   осцилляторе;  четыре  осциллятора  совершают  синхронные  колебания   
в фазе; хорошо выражена тенденция к синфазному режиму в остальных осцилляторах кластера 
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Они обусловлены модуляцией текущей 
величины p теми из осцилляторов, которые 
находятся в режиме автоколебаний. В случае 
только гемодинамической связи частоты ко-
лебаний в осцилляторах, составляющих кла-
стер, заметно разнятся, что хорошо видно на 
рис. 9, a. Включение второго канала связи 
приводит к понижению частоты автоколеба-
ний осцилляторов, составляющих кластер, 
примерно в два раза. Кроме того, на рис. 9, б 
наблюдается хорошо выраженная тенденция  

к синфазной динамике. Эти особенности мо-
гут быть объяснены следующим образом: 
синфазные колебания в соседних осциллято-
рах кластера приводят к более глубокой мо-
дуляции величины p. Чрезмерное уменьше-
ние (равно как и увеличение) p смещает каж-
дый из осцилляторов в режим, близкий к 
границе области генерации. Согласно [36], 
это приводит к существенному росту перио-
да колебаний. 

 

 
Рис. 10.  Временные реализации колебаний величины p в главной ветви цепочки в сере-
дине осцилляторного кластера:  а – случай только гемодинамической связи при P = 13, 
Rc = 0.001, ξ = 40, 1/Rd = 0, µ = 1;  б – случай  двух  каналов  связи  при  P = 13, Rc = 0.001, 
ξ = 40, Rd = 0.25, µ = 1;  а1, б1 – фрагменты временных реализаций, выделенные пункти- 

ром на верхних панелях 
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Дополнительную информацию о пове-
дении системы дает рис. 10, где приведены 
графики изменения p в центральной ветви 
цепочки. Как можно видеть, в случае чисто 
гемодинамической связи (панели a и а1) ко-
лебания p носят нерегулярный характер, что 
объясняется наложением колебаний с раз-
личными частотами. Кроме того, заметны 
слабые модуляции с частотой колебаний бы-
строй подсистемы. При добавлении миоген-
ной связи (панели б−б1) модуляция в цен-
тральной ветви цепочки становится более 
регулярной и глубокой, что увеличивает ам-
плитуду вынужденных колебаний в осцилля-
торах, граничащих с кластером. Среднее зна-
чение p может быть оценено как 7.85 для 
случая a и 6.9 для случая б. Это говорит о 
том, что синфазный режим колебаний в дан-
ном случае энергетически менее выгоден, 
чем противофазный режим или режим со 
сдвигом фазы. В терминах исходной задачи о 
динамике ансамблей нефронов это означает, 
что при наличии заметной миогенной связи 
кровяное давление быстрее спадает по мере 
удаления от крупных сосудов, что уменьшает 
предельно достижимую скорость фильтра-
ции. За счет описанных эффектов наблюда-
ется сдвиг осцилляторного кластера в сторо-
ну начала цепи при введении второго канала 
связи. 

 
Выводы 

В данной работе нами была предложена 
модель двумодового осциллятора, на качест-
венном уровне воспроизводящая особенно-
сти колебаний в модели одиночного нефро-
на. Как было показано, такая модель демон-
стрирует режимы с различным соотношени-
ем частот быстрых и медленных колебаний, а 
также позволяет наблюдать перестройку хао-
тического колебательного режима, связанно-
го с рассинхронизацией мод, которая ранее 
была обнаружена в динамике количествен-
ной модели нефрона. 

Для построения функциональной моде-
ли васкулярного дерева нефронов был пред-
ложен способ задания структуры связей в 
ансамбле двумодовых осцилляторов путем 
их дискретного представления посредством 
пиксельной матрицы. 

При исследовании динамики двух сим-
метрично связанных двумодовых осциллято-
ров было обнаружено, что миогенная связь 
приводит к формированию набора сосущест-
вующих синхронных режимов колебаний, 
что обусловлено тенденцией к синхрониза-
ции в фазе на быстрой моде колебаний. Уве-
личение относительного вклада гемодинами-
ческой связи делает неустойчивыми син-
хронные режимы с наименьшей величиной 
сдвига фаз и, в пределе только гемодинами-
ческой связи, приводит к противофазной 
синхронизации на медленной моде колеба-
ний. 

Для ансамбля двумодовых осцилляторов 
в виде цепочки был продемонстрирован эф-
фект кластерной генерации, что согласуется 
с известными результатами для ансамблей 
одномодовых осцилляторов [33, 36]. Новым 
в данной работе является учет влияния мио-
генной связи. Как установлено, ее действие 
приводит к синхронизации в фазе элементов 
кластера, что усиливает модуляцию пере-
менной p, которая по смыслу соответствует 
давлению крови в «стволе» васкулярного 
дерева нефронов. Эта модуляция, в свою 
очередь, существенно понижает частоту ге-
нерации элементов кластера и приводит к 
сдвигу его в сторону «основания» дерева с 
постоянным p = P. 

Обнаруженные нами различия в харак-
тере изменения p (см. рис. 10) интересным 
образом коррелируют с некоторыми работа-
ми физиологов по моделированию почечного 
кровотока. При обсуждении механизмов его 
авторегуляции некоторыми физиологами 
(D.J. Marsh, США) высказывалось предпо-
ложение, что хаотизация колебаний в нефро-
не вызвана, скорее, их взаимодействием в 
пределах васкулярного дерева, нежели осо-
бенностями индивидуальной динамики. За-
метим, что в эксперименте измерения прово-
дятся на нефронах в составе васкулярного 
дерева (а не изолированных). По этой причи-
не физиологические исследования пока не 
могут подтвердить либо опровергнуть дан-
ную гипотезу. Наши результаты показывают, 
что при слабой миогенной связи колебания 
имеют весьма сложную форму, что вызвано 
различием в режиме элементов осциллятор-
ного кластера. 
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В целом результаты данной работы по-
зволяют продвинуться в двух направлениях: 
первое – это построение функциональных 
моделей больших ансамблей нефронов, что 
является все более актуальным по мере появ-
ления экспериментальных данных по про-
странственным кластерам синхронной ак-
тивности нефронов, а второе направление – 
это исследование роли пространственной 
асимметрии в динамике относительно не-
больших (10−20 нефронов) ансамблей, что 
облегчается применением описанной в дан-
ной работе методики задания геометрии свя-
зей при помощи пиксельной матрицы. 
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