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Рассмотрены колебания в чувствительном элементе пьезогиро

скопа при измерении угловой скорости. Решена связанная за

дача электроупругости для системы упругих пьезокерамических 

пластин и присоединенной массы. Учитывалось наличие сил вяз

кости при деформациях пьезокерамики. Исследовано влияние 

условий закрепления пластин на амплитудночастотные характе

ристики устройства.
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The Influence of the Boundary Conditions on ohe Dynamics 
of the Piezogyroscope’s Sensitive Element

V. Yu. Olshanskiy, A. V. Serebryakov, I. F. Abitova

There has been considered the fluctuations inside the sensitive element 

of the piezogyroscope while measuring the angular velocity. The coupled 

electroelasticity problem for the system of the elastic piezoceramic 

plates and associated mass has been solved. The presence of the 

viscous forces during the deformation was taken into consideration. 

There has been investigated the influence of the plate fixation on the 

amplitudefrequency characteristics of the device.

Key words: Coriolis force, angular velocity, piezoeffect, electroelasticity.

1. Объект исследования

Рассматривается пьезогироскоп – датчик 

инерциальной информации (ДИИ). Устройство 

предназначено для измерения угловых скоростей. 

Чувствительный элемент датчика состоит из 

двух взаимно перпендикулярных пластин и при-

соединённой к ним массы. Пьезокерамические 

пластины ∏1, ∏2 имеют толщины h1 = h2 = h. У 

каждой пластины одно из оснований закреплено, 

а другое находится в контакте с грузом массы Μ. 

Груз присоединен так, что на пластины переда-

ются только нормальные механические усилия. 

На пластину ∏1  подаётся переменный ток. Вслед-

ствие этого в ней за счет обратного пьезоэффекта 

возбуждаются упругие волны, которые вызывают 

колебания присоединённой массы. При наличии 

угловой скорости переносного вращения присо-

единенная масса воздействует на пластину ∏2. 

За счет прямого пьезоэффекта в этой пластине 

генерируется электрический ток. Характеристики 

тока зависят от величины угловой скорости.

В настоящей работе, в рамках предложенной 

ранее модели ДИИ [1, 2], исследовано влияние на 

выходной сигнал различных условий закрепления 

пьезопластин. Представлена зависимость выход-

ного тока от частоты возбуждающих колебаний и 

угловой скорости.

2. Математическая модель

Механические колебания в пластине ∏1 опи-

сываются перемещениями u1(x1,t) в направлении 

оси Ox1. Эти колебания передаются присоеди-

нённой массе. Когда ДИИ вращается с угловой 

скоростью Ω относительно инерциальной систе-

мы отсчета, на присоединенную массу действует 

кориолисова сила Fc = –2 M (Ω × vr).

Так как период колебаний пластин мал и за 

один период угловая скорость Ω изменяется не-

значительно, рассмотрим стадию установившихся 

колебаний при Ω = const. Рассмотрим связанную 

задачу электроупругости. Используем уравнение 

механических колебаний при наличии вязкого 

трения

                                                              
,       (1)

уравнения (1) записаны в безразмерной форме.
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На основаниях пластин площадью A, через 

которые осуществляется контакт с присоединен-

ным грузом массой M, реализованы граничные 

условия для нормальных напряжений

 (2)

Правая часть равенства (2) содержит силы инер-

ции, включая кориолисовы усилия 

(3)

В рамках линейной теории пьезоэффекта
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Здесь s33 – упругая податливость материала,  

d33 – пьезоэлектрическая постоянная, E – напря-

женность электрического поля.

В общем случае для напряженности элек-

трического поля E и электрической индукции D 

в пьезокерамике справедливы уравнения вынуж-

денной электростатики

 rot E = 0, div D = 0.                    (5)

Тогда можно представить напряженность 

через электрический потенциал ψ как

E = − gradψ.

В одномерном случае E = − ∂ ψ/∂x. Под-

ставляем теперь выражения (3), (4) в граничные 

условия (2), переходим к безразмерной форме и 

получаем условия

(6)

В формулах (6) введены безразмерные 

коэффициенты m = Ms33 c2 / Ah, ω = Ω3h, где 

ω = Ω3 h / c– скорость сопряженных продольных 

волн в пьезокерамике.

Второе уравнение (5) в одномерном случае 

для пластин ∏1, ∏2 приводит к уравнениям

(7)

С учетом пьезоэффекта электрическая индук-

ция D определяется следующим образом:

.                        (8)

Здесь εT – диэлектрическая проницаемость 

при постоянных механических напряжениях. 

Используя выражения (4),(8) при E = − ∂ψ/∂x, 

преобразуем уравнения (7) к виду:
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Здесь                            – продольный статиче-

ский коэффициент электромеханической связи. 

Уравнения (9) рассматриваются при граничных 

условиях

ψ1(0,t) = − U (t) / 2,        ψ1(h1,t) = U (t) / 2, 

ψ2(0,t) = 0,       ψ2 (h2, t) = 0 .          (10)

В формулах (10) U (t) – заданное внешнее 

напряжение. Граничные условия для потенциала 

ψ2 (x2, t) записаны для случая большой проводимо-

сти внешнего участка цепи [3]. Интегрируя урав-

нения (9) при граничных условиях (10), приходим 

к следующим выражениям для потенциалов:
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Здесь V1(t) = U (t), V2(t) = 0. Выражения (11) 

подставляются в граничные условия (6). В резуль-

тате получаем
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Для того чтобы краевая задача стала зам-

кнутой относительно перемещений, необходимо 

также сформулировать граничные условия при 

xk = 0 (k = 1,2). Ранее изучен случай жесткого 

закрепления пластин [2]. В настоящей работе 

рассмотрен непрерывный контакт пластин с упру-

гими (винклеровскими) основаниями. При этом 

реализуются граничные условия вида
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где H
~

 – коэффициент жесткости .основания. В 

силу соотношений (4) линейной теории пьезо-

эффекта условия (13) запишутся в безразмерном 

виде:

.

И далее, с учетом выражения (11) для элек-

трических потенциалов:
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3. Метод решения

Количественные результаты были получены 

для случая, когда приложенное к пластине ∏1 на-

пряжение изменялось по гармоническому закону 

U (t) = U0  sinβt. Решение краевой задачи (1), (12), 

(14) отыскивалось в виде

uk (xk, t) = Re (Zk (xk ) exp(− iβt)), k = 1,2. (15)

Используя результаты работы [2], представим 

в (15) амплитудные функции Zk (xk  ) следующими 

выражениями:

Zk (xk  ) = Ck 1 ch γxk + Ck 2 sh γxk  , k = 1,2.

Здесь                                            . Комплекс-

ные константы Ck 1, Ck 2  (k = 1,2) определяются из 

граничных условий (12), (14).

После того, как найдены перемещения 

uk (xk, t) и электрические потенциалы ψk (xk, t), ста-

новится возможным рассчитать характеристики 

тока, генерируемого в пластине ∏2. Следуя [3], ис-

пользуем связь между силой тока и составляющей 

вектора индукции D, нормальной к поверхности 

электрода S:

.

Для одномерного случая при покрытии 

электродом всего основания пластины выражение 

для силы тока упрощается до вида

                                                            

В формуле (16) u2  , ψ2 – соответственно пере-

мещение и потенциал в безразмерной форме, 

33
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/ sdTS −ε=ε – диэлектрическая проницае-
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4. Обсуждение результатов
Важной характеристикой ДИИ является зави-

симость амплитудного значения силы тока и про-

порционального ей электрического напряжения 

от частоты возбуждающего усилия β. На рисунке 

приведена амплитудно-частотная характеристика 

для силы тока. Представлена зависимость для 

безразмерной величины

(16)
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Амплитудно-частотная характеристика

Расчеты произведены для датчика с пла-

стинами, изготовленными из пьезокерамики 

марки ЦТС-19 [4] с добротностью =Q  90. Пло-

щадь основания и толщина каждой пластины, 

соответственно A = 1.2 · 10−4 м2, h = 0.6 · 10 −3 м. Жест-

кость упругих оснований 
~
H  = 5 ГПа/м (соот-

ветствующее значение безразмерного параметра 

H = 5.07 · 10−5). К пластинам присоединен груз 

массой М = 10−3 кг. На пластину ∏1 подается напря-

жение с амплитудой U0 = 5 B. Платформа, на кото-

рой установлен датчик, вращается со скоростью 

Ω3 = 10.47 рад/с (соответствующее значение без-

размерного параметра ω = 1.685 · 10−6).

Пик на амплитудно-частотной характеристи-

ке возникает при значении β , которое близко к λ1 – 

первой собственной частоте свободных колебаний 

пластины без внутреннего трения. По сравнению 

с результатами для случая жесткого закрепления 

пластин [2] наблюдается уменьшение пикового 

значения Jω (β) на порядок.

Далее для проверки линейности отклика дат-

чика на изменение угловой скорости были произ-

ведены расчеты Jω при фиксированном значении 

β = λ1  для 0 < ω < 10−3. Это позволило рассмотреть 

все значения угловой скорости, представляющие 

В. Ю. Ольшанский, А. В. Серебряков, И. Ф. Абитова. О влиянии граничных условий на динамику 

.

.



Известия Саратовского университета. 2011. Т. 11. Сер. Физика, вып. 2

Научный отдел54

интерес для приложений. Полученные результаты 

показали, что линейная зависимость сохраняется 

на всем рассмотренном диапазоне.

Как известно, при возрастании жесткости 

H
~

 в граничных условиях (13) результаты рас-

четов в модели с винклеровским основанием 

должны приближаться к результатам для жест-

кого закрепления пластин. Точное совпадение 

в теории возникает при предельном переходе

H
~

 → +∞. Проведены численные эксперименты 

для проверки наличия практической сходимости в 

предложенной модели. Сравнение проводилось с 

результатами работы [2]. Отмечается соответствие 

результатов расчетов с положениями теории. Так, 

при увеличении H
~

 на восемь порядков ампли-

тудно-частотная характеристика практически 

совпадает с представленной в [2] для случая 

жесткого закрепления пластин. Расхождение по 

резонансному значению β составило менее 0.05%, 

а по резонансному значению Jω (β) – менее 1.1%.

Выводы

Таким образом, в представленной работе:

– получила развитие предложенная ранее 

модель датчика инерциальной информации;

– подтверждена линейная зависимость ам-

плитудных показателей выходного тока от угловой 

скорости на всем диапазоне скоростей, представ-

ляющем практический интерес;

– путем численных экспериментов исследо-

вана устойчивость расчетной схемы к изменению 

жесткости основания, а также подтвержден ре-

зультат работы [2].
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В эксперименте изучали воздействие золотых наночастиц раз

ного размера на морфологические показатели красного кост

ного мозга и периферической крови белых беспородных крыс 

при длительном пероральном введении. Проводилась оценка 

мутагенного воздействия золотых наночастиц на полихромато

фильные эритроциты костного мозга с помощью микроядерного 

теста. В ходе исследования было обнаружено уменьшение коли

чества лейкоцитов в периферической крови, уменьшение объема 

эритроцитов и увеличение насыщения их гемоглобином. При 

проведении микроядерного теста, изменений, свидетельствую

щих о мутагенной активности ЗНЧ, не было выявлено. Изменения 

морфологических показателей костного мозга свидетельствуют о 

происходящих в костном мозге процессах стимуляции лимфоци

тарного и миелоцитарного ростков кроветворения в результате 

уменьшения зрелых клеток на периферии.
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The Changes of Morphological Indicators 
of Bone Marrow and Peripheral Blood 
at Long Exposure of Gold Nanoparticles
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The exposure of gold nanoparticles with different size on the 

morphological indicators of red bone marrow and peripheral blood 

of white not purebred rats at long peroral introduction were studied 

in experiment. The mutagen influence of gold nanoparticles on 
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