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Заключение 

Создание объединенной СВЧ-системы и 

магнитной системы на основе постоянных 

магнитов позволит уменьшить вес, размеры 

и стоимость трехсантиметрового микротро-

на. Моноблок магнетрон-ускоряющий резо-

натор предполагается создать на основе маг-

нетрона МИ-505. Это позволит уменьшить 

объем излучающего блока трехсантиметро-

вого диапазона микротрона с энергией 5 МэВ 

более  чем  в  три  раза.  Например, у микро-

трона [16] размеры излучающего блока умень-

шатся с 845×420×552 до 420×420×320 мм
3
. 

При этом повысятся электрическая проч-

ность и надежность СВЧ-системы, упростит-

ся  управление ускорителем  и  его  обслужи-

вание. 

Работа выполнена при финансовой под-

держке РФФИ (грант № 07-02-01288-a). 
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В ВОДОРОДОПОДОБНЫХ АТОМАХ С ТОЧНОСТЬЮ ДО 
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Показано, что хотя количество логарифмических вкладов в тон-

кий сдвиг уровней энергии в квазипотенциальном подходе воз-

растает, суммарная поправка α 

6
 ln α 

−1 оказывается равной нулю. 

Рассчитана часть вкладов высшего порядка по α. 

Ключевые слова: связанное состояние, тонкий сдвиг, уровень 

энергии, водородоподобный атом, кулоновское взаимодействие, 

квазипотенциальный подход, логарифмический вклад, техника 

Фелла. 

The Investigation of the Fine Shift to the Energy Levels in the 
Hydrogen–Like Atoms with Accuracy α 

6
 ln α 

−−−−1 by Quasipotential 

Method  
 

N.A. Boikova, O.A. Boikova, Yu.N. Tyukhtyaev 
 

In the quasipotential approach the quantity of Logarifmic corrections 
to the fine shift increased but the sum result of α 

6
 ln α 

−1 is equal zero. 

The past of high order to α corrections is calculated. 
Key words: bound state, fine shift, energy level, hydrogen-like atom, 
Coulomb interaction, quasipotential approach, logarithmic contribu-
tion, Fell technics. 
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Эффективным методом исследования 

спектров водородоподобных атомов является 

квазипотенциальный подход, позволяющий 

последовательно и полно получить тонкую 

структуру и величины тонких сдвигов с точ-

ностью до четвертого и пятого порядка по α.  

Основное уравнение квазипотенциаль-

ного подхода имеет вид 
 

)(),,()()(
1

pEqpVpEF EE Ψ=Ψ− ,       (1) 
 

где E – собственное значение полной энер-

гии, )( pEΨ  – описывающая систему волно-

вая функция,  ),,(0 EqpGF = , 0G  – функция 

Грина двух невзаимодействующих фермио-

нов, верхняя черта означает интегрирование 

по относительным энергиям. Квазипотенци-

ал ),,( EqpV  выражается через амплитуду 

рассеяния T: 
 

1
)1(

−
++ += FTTV  ,                (2) 

 

операция 
212010

*

2

*

1 (...)(...) uuuu γγ=+  означает 

проектирование на состояния с положитель-

ными энергиями с помощью дираковских 

биспиноров 
iu ( 21,i = ),  
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Сдвиги уровней энергии определяются 

при решении квазипотенциального уравне-

ния (1) по теории возмущений. С точностью 

до второго порядка поправка к кулоновским 

уровням энергии равна 
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где ϕс – кулоновская волновая функция, 

cvVV −=∆ γγ 11 , vс – кулоновский потенциал, 

γ1V  и γ2V  – квазипотенциалы одно- и двух-

фотонного обменов соответственно, 
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При исследовании тонкого сдвига в во-

дородоподобном атоме, где основным взаи-

модействием является кулоновское, удобно 

использовать кулоновскую калибровку фо-

тонного пропагатора. 
 

++γ +−=∆ )()(1 Tcc KvKV ,            (4) 
 

где ядра +)( сK  и +)( TK  описывают обмен 

одним кулоновским и одним поперечным 

фотонами соответственно. Ограничиваясь 

обменами двумя кулоновским и поперечным 

фотонами, для величины тонкого сдвига по-

лучаем 
 

    +−+ϕ=∆ +++ )()()( 0 TcTcTc KFvKGKKE  
 

++−+ +++ )()()( 0 cTcTcT KFvKKGK         (5) 
           

               .)()(
ckinTTkin

FVKKFV ϕ++ ++
 

 

Ядро cTK  соответствует перекрестному об-

мену кулоновским и поперечным фотонами. 

При исследовании кулоновского взаи-

модействия [1−3] было выяснено, что ис-

пользование δ-приближения кулоновских 

волновых функций  
 

)0()()2()( 33

cc pp ϕδπ=ϕ               (6) 
 

устраняет зависимость от внешних импуль-

сов и позволяет определить только поправки 

порядков α 

4
 и α 

5
. В δ-приближении не учи-

тываются зависимости квазипотенциала от 

внешних импульсов [4], что приводит к по-

явлению расходимостей. Поэтому возникает 

необходимость введения параметра обреза-

ния и в суммарном выражении расходимости 

устраняются. Повышение точности теорети-

ческих расчетов требует учета зависимости 

квазипотенциала от импульсов p , q  и энер-

гии Е.  

),,( EqpVV = .                     (7) 
 

Анализ полученных выражений показывает, 

что соответствующие квазипотенциальные 

выражения не содержат расходимостей ни в 

ультрафиолетовой, ни в инфракрасной об-

ластях. 

Проблема логарифмических вкладов в 

шестом порядке по α  исследовалась много-

кратно с применением различных методов и 

подходов. Значительный успех в этом на-

правлении связан с работами Фелла и группы 
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Хрипловича. Техника вычислений, которую 

предложил Фелл, оказалась наиболее проста 

и продуктивна. В таблице работы [5] приве-

дены результаты вычислений логарифмиче-

ских вкладов шестого порядка по α  в тонкий 

сдвиг уровней энергии позитрония. Если ис-

ключить из одного из рассматриваемых в 

таблице интегралов вклады шестого по α  по-

рядка, то получим 
 

=
−++

= ∫∫ 2222222 )(

1

)()( qpµαq

qd
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pd
J F

 

 

14 ln4 −απ= .                            (8) 
 

Этот интеграл, который можно назвать инте-

гралом Фелла, расходится, как впрочем и все 

остальные в таблице, но его вклад берется в 

особом «логарифмическом» промежутке. 

Имеем точный результат: 
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Таким образом, интеграл Фелла приводится 

к виду 
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Логарифмическую поправку дает его расхо-

дящаяся часть в пределах µµα ≤< p
2 . По-

этому с логарифмической точностью имеем  
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Решение задачи о логарифмических по 

α вкладах метод квазипотенциала позволяет 

сделать наиболее полно [6]. Проанализируем 

вначале выражение для тонкого сдвига уров-

ней энергии атома от обмена одним попереч-

ным фотоном: 
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Выполняя интегрирование по угловым пере-

менным и выделяя члены порядка 
21

36

mm

µα
, по-

лучим 
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Логарифмический вклад обеспечивает инте-

грал вида 
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Для его выделения в выражении (13) требу-

ется наличие при 
qp

qp

+
−

ln  фактора (p
2
q

2
). 

Дополнительную степень q
2
 можно получить 

с помощью преобразования 
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Тогда, полагая 1=qp NN , получим следую-

щее аналитическое выражение для логариф-

мической поправки 
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Вычисления приводят к результату 
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Однако полученный логарифмический вклад 

не является полным. Дополнительные степе-

ни 
2p  и 

2q  выделяются также из нормиро-

вочных множителей. Учитывая, что 
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получаем аналогичный (16) логарифмиче-

ский  вклад 
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Итак, суммарный результат от однофотонно-

го взаимодействия оказывается следующим:  
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Анализ однофотонного взаимодействия 

базируется на логарифмическом интеграле 

(14), который является аналогом интервала 

Фелла и приводится к нему с помощью пре-

образования  
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и последующей замены 2

1

2

1

2
mmq →+ , уст-

раняющей вклады порядка α6
. Поэтому с 

точностью до членов αα ln6  
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Хотя интеграл Фелла в отличие от 
lnJ  не яв-

ляются сходящимся, но содержит только ис-

комую логарифмическую поправку без до-

полнительных членов α6
. Поэтому при рас-

четах с логарифмической точностью его ис-

пользование более целесообразно. Однако 

при повышении точности расчетов до α6
 ин-

теграла FJ  оказывается недостаточно. 

В работах других авторов [7−9] всюду 

полагается Np Nq = 1. Часть вклада (18) 

1∆ TE  

(Np Nq = 1) компенсируется в сумме с поправ-

кой от обмена двумя поперечными фотона-

ми. Другая же часть в технике Фелла и Хри-

пловича уничтожиться не может, так что 

корректность квазипотенциального подхода 

к исследованию величины тонкого сдвига 

уровней энергии зависит от разработки спе-

цифической теории возмущений, учитываю-

щей отличие нормировочного множителя 

дираковского биспонора от единицы. Такая 

теория возмущения показывает, что зависи-

мость итерационных членов в выражении (5) 

от величины нормировочного множителя 

дираковского биспинора различна 
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при 1=qp NN  .                 (22) 
 

Отсюда следует, что часть вклада (18) 

при 1≠qp NN  компенсируется в сумме с ве-

личиной (21). Однако существует симмет-

ричный итерационный член 
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36
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2
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mm
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при 1≠qp NN .                      (23) 
 

Для анализа этой поправки, возникаю-

щей из-за отличия нормировочного множи-

теля от единицы, необходимо рассмотреть 

двухфотонные обмены в выражении (5).  

Опуская члены, не имеющие непосред-

ственного отношения к рассматриваемой 

проблеме, для величины сдвига от парал-

лельного обмена кулоновским и поперечным 

фотонами имеем: 
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Поправка от блока )(1 kf  представляется 

выражением 
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Последний член, пропорциональный 

4

2222

)(

)(

qk

kqk

−
− , не приводится к интегралу 

Фелла, так как интегрирование по угловым 

переменным обеспечивает результат 
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и множитель 1222 )( −µα+k , необходимый для 

FJ , исчезает. В оставшемся выражении тре-

буется выделить степень 
2q  для погашения 

фактора )( 222 µα+q , что достигается преоб-

разованием 
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Тогда получаем 
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Выражение, пропорциональное 222 )/( qkqk − , 

обеспечивает логарифмический вклад при 

1=qp NN .  

1

21

36
1 ln)1( −αµ==∆

mm

α
NNE qpcT .          (27) 

 

В остальных членах для выделения вклада 
16 ln −αα  требуется учесть нормировочные 

множители более детально. 
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Поэтому произведение нормировочных 

множителей qp
NN  с учетом симметрии по-

дынтегрального выражения по p  и q  обес-

печивает требуемый для интеграла Фелла 

фактор: 

2

1

2

4
)1)(1()1(21

m

p
NNNNN

qppqp
−⇒−−+−−= . 

 

Итак, детальный учет факторов 
pN  и 

qN  обеспечивает весьма существенную ло-

гарифмическую поправку, которая оказыва-

ется в три раза больше предыдущей. 
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36
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mm
NNE qpcT .       (28) 

В отличие от 1f  функция 2f  в выраже-

нии (24) содержит зависимость от внешнего 

импульса p . 
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Преобразуя матричную структуру 2f , 

выделяем члены, пропорциональные )(2
kpq , 

которые обеспечивают вклады порядка 7α . В 

оставшемся выражении выполняя интегри-

рование по q , получаем фактор 1/α.  
 

.1
)(

1

()(

)(

2

222

2

11

2222

3

2222

3

2

4

46
2








 −
µα+

×

×
µα+−

×

×
µα+

µ−=∆

∫

∫

k

k

MM)kkp

k)dkp(

p

pdN

mπ

α
E

pk

p

cT

     
(30) 

 



 

60                                                                                                                                                                            Íàó÷íûé îòäåë 

Èçâåñòèÿ Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. 2010. Ò. 10. Ñåð. Ôèçèêà, âûï. 2

Заметим, что  
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21   
 

m
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mm βα≅
+

α=αµ ,  

 

где 
21 / mm=β . Следовательно, подынте-

гральное выражение зависит от двух малых 

параметров α и β. Выполняя замены 

pmp 1=′ , qmq 1=′ , kmk 1=′ , исключим за-

висимость от параметра β и далее исследуем 

зависимость от параметра 
β+

α=α′
1

. 
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Рассмотрим «базовый» интеграл выра-

жения 
2

cTE∆ : 
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С учетом симметрии его можно пред-

ставить в виде 
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Несмотря на высокую степень коэффи-

циента, pkJ  приводит к вкладу порядка 6α ,  
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Учет фактора 

pkMM ′′
1  в подынтегральном 

выражении эквивалентен введению в инте-

грал дополнительного множителя типа 
2

2

pM

p

′
. 

 

=













′
+

′






 −
−

×

×
α′+α′+

=′ ∫∫

2

2

2

2

2

2

222

3

222

3
8

2

1

(

((

kp

pk

M

k

M

p

)kp

p

)k

kd

)p

pd
αJ

 

.
(

1

((

2

2

2

22

2

4

2

222

3

222

3
8













′
−













′
+

′−
×

×
α′+α′+

= ∫∫

pkp M

p

M

kp

M

p

)kp

)k

kd

)p

pd
α

     
(35)

 

 

Последний член, не содержащий кулонов-

ского фактора 2
)( kp − , приводит в вкладу 

порядка 7α . Первый член вследствие нали-

чия множителя 4
p  устраняет фактор 

222 )( −α′+p  и также обеспечивает вклад 

порядка 7α  без логарифма α . Наличие фак-

тора 
22

kp  повышает порядок вклада до 8α , 

но, согласно интегралу Фелла, обеспечивает 

логарифмическую зависимость по α . Итак, 

выражение 2

cTE∆  не дает логарифмических 

поправок порядка 6α . Его наибольший вклад 

составляет 
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В блоке 3

cT
E∆ , содержащем функцию 

3f , после выделения в матричном выраже-

нии членов порядка 6α , содержащих 
2q  и 

2
k , получим  
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В последнем члене, пропорциональном 
22qk , имеются все необходимые элементы 

для выделения логарифмического интеграла 

Фелла. В первом же члене требуется выде-

лить дополнительную степень 
2

k , что дости-

гается преобразованием  
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Учет нормировочного множителя qN  не 

изменяет логарифмической поправки 
3

cTE∆  
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Тогда логарифмический вклад выраже-

ния (24) оказывается следующим: 
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где      
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Итак, учитывая выражения (18), (21)− 

(23), (39), для суммарного логарифмического 

вклада в величину тонкого сдвига от обмена 

кулоновским и поперечным фотонами полу-

чаем результат  

1

21

36

ln2 −αµ=∆
mm

α
E ,                 (40) 

 

который компенсируется учетом вклада от 

обмена двумя поперечными фотонами [10]. 

Следовательно, возникающая в однофо-

тонном обмене дополнительная поправка, 

связанная с учетом отличия нормировочных 

множителей от единицы, уничтожается в 

сумме диаграмм, следующих из квазипотен-

циальной теории возмущений. Таким обра-

зом, в наших работах продемонстрирована 

возможность квазипотенциального метода 

рассчитать поправки к тонкому сдвигу в 

высших порядках по α .  
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