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Введение

В ряде работ рассмотрены плазмон-поляри-
тоны ПП вдоль проводящих структур [1–13]. До 
недавнего времени рассматривались недиссипа-
тивные структуры и поверхностные ПП (ППП) 
вдоль них [1–6]. Для таких ППП получаются 
весьма большие (в принципе неограниченные) 
замедления. Обычно (в подавляющем количестве 
публикаций) диссипация не рассматривается. 
В этом случае имеются запрещенные зоны, 
разрывы дисперсионных ветвей, а замедление 
поверхностных плазмон-поляритонов (ППП) не 
ограничено [1–6]. Обратные ПП определяются по 
отрицательной групповой скорости (ГС), которая 
ограничена по модулю скоростью света [4, 6, 7]. 
Они обладают весьма интересными свойствами, 
в том числе возможностью фокусировки на по-
верхности (см. обзор литературы в [10]). Для 
быстрых (относительно среды подложки) об-
ратных ПП вытекание волны происходит под 
тупым углом [6], что эквивалентно инверсному 
эффекту Вавилова–Черенкова. Структура поля 
вытекающей волны из тонкой пластины такая же, 
как для быстрой волны тока в среде, поскольку 

возникающий в ней ток поляризации эквивален-
тен току возбуждения, например, создаваемому 
плоским ленточными электронным потоком. 
Рассмотренные в работе структуры перспектив-
ны как замедляющие и как структуры вывода 
энергии для создания терагерцевых вакуумных 
[14] и твердотельных [15, 16] усилителей бегу-
щей волны (ЛБВ). 

Для диссипативных ППП дисперсионные 
кривые смыкаются непрерывно, в запрещенных 
зонах имеет место распространение ПП, замед-
ление ограничено, а ГС приобретает кинемати-
ческий смысл и становится неограниченной. В 
силу этого рассмотрение диссипативных ППП 
актуально. Диссипация сильно ограничивает 
замедление ППП и их возбуждение. Исследо-
ваны ПП вдоль тонких металлических пленок 
[7–11] и вдоль графеновых пленок [12, 13, 15]. 
Такое исследование осложняется тем, что необ-
ходимо решать дисперсионное уравнение (ДУ) 
в комплексной области [8–11]. В работе [7] в 
основном исследованы прямые и обратные не-
дисипативые ППП и влияние подложек на ГС с 
целью ее снижения. Для диссипативного случая 
приведено выражение для скорости энергии, 
причем результаты решения комплексного ДУ 
не представлены.

В данной работе рассматриваются диссипа-
тивные среды, структуры и плазмон-поляритоны 
ПП вдоль них. Цель работы – исследование 
дисперсии диссипативных ППП, получение мак-
симального замедления, определение условий 
и возможности существования поверхностных 
объемных обратных волн (ОВ), в том числе и воз-
можность получения однородных и изотропных 
искусственных сред с объемными ОВ. В структу-
рах, содержащих слои из левых сред, возможны 
как прямые, так и обратные ППП [17], причем ис-
следований по данному вопросу достаточно много 
и в них обычно параметры левых сред 0  и 

0  предполагаются заданными и действитель-
ными. Однако получение однородных изотропных 
левых сред до сих пор остается проблемой (см. 
работы [18, 19] и обзор литературы в них). Дис-
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сипация для левых сред существенна [19]. Одна 
из целей данной работы – показать, что для ППП 
малая (бесконечно малая) диссипация приводит к 
большим (бесконечно большим) замедлению и по-
терям около частоты поверхностного плазмонного 
резонанса. В частности, показано, что диссипация 
и замедление ППП обратно пропорциональны 
квадратному корню из отрицательной мнимой 
части  /1  диэлектрической проницаемости 
(ДП)   i . 

Если задан закон дисперсии  k   пло-
ской монохроматической электромагнитной вол-
ны krErE itiexp0  в некой диссипативной 
среде или структуре, например, в фотонном кри-
сталле (ФК), то можно ввести действительный 
вектор групповой скорости (ГС)  kv k g  
и комплексный вектор фазовой скорости (ФС) 

  2* / kp rkv   [20], где 22 kk , kkk  i .
Здесь и далее одинарный штрих означает реаль-
ную часть комплексной величины, а двойной 
штрих – ее отрицательную мнимую часть. Смысл 
комплексной ФС раскрыт в [20]: ее действительная 
часть pv  определяет скорость движения фазы, а 
мнимая часть 2/ kk   связана с диссипацией. Если 
направления движения фазы и затухания совпада-
ют ( 000 kk ), то затухание волны имеет место 
в направлении движения фазы. Здесь kkk  /0

и kkk  /0 . Именно, имеем действительный 
вектор 0kk  , где /Im2

pk v  ‒ коэф-
фициент затухания. Однако условие 00 kk   
выполнено не всегда. В частности, в обратных 
волнах (ОВ) может быть 00 kk  . В анизотроп-
ных средах и структурах эти векторы могут быть 
неколлинеарными, так же как и в пакетах дисси-
пативных неоднородных плоских волн, и тогда ОВ 
соответствует тупой угол между этими векторами.

Монохроматические волны (квазифотоны) в 
диспергирующих средах и структурах связаны с 
поляризацией и также называются поляритонами. 
Далее будем рассматривать неоднородные пло-
ские волны в простейших структурах с движени-
ем поверхностных плазмон-поляритонов (ППП) 
вдоль их поверхности в направлении 0x  при 
нормали 0z , т.е. полагать 0yk . В этом случае 

zk  различные в разных областях. ППП связаны 
с движением либо электрической поляризации, 
либо с движением магнитной поляризации (на-
магниченности), например, в магнитостатических 
волнах. Комплексная ГС смысла не имеет [20], 
хотя некоторые авторы вводят ее и даже комплекс-

ное групповое время задержки, что приводит к 
нелепым ошибочным результатам (см. [21]). ФС 
в силу определения есть ковариантный полярный 
вектор ( k  ‒ ковариантный, а r  ‒ контравари-
антный полярные векторы). ГС в структурах без 
диссипации, получающаяся как градиент скаляра 
  по действительному вектору k , есть вектор 
контравариантный. По типу он такой же, как 
обычная скорость материальной точки. Имеет 
место теорема Леонтовича–Лайтхилла–Рытова, 
доказанная в наиболее общей форме Рытовым 
[22], что ГС монохроматической волны в строго 
недиссипативных гамильтоновых системах совпа-
дает со скоростью ev  переноса энергии. Однако 
все среды и структуры, поддерживающие электро-
магнитные волны, в той или иной степени дис-
сипативные (т.е. поглощающие фотоны), поэтому 
возникает вопрос о правомерности использования 
для них ГС. Имеют место утверждения, что это 
справедливо при слабой диссипации. Однако не 
ясно, насколько слабой она должна быть. Далее 
показано, что даже бесконечно малая диссипация 
приводит к неограниченности ГС.

1. Отрицательная групповая скорость

ГС gv , отрицательная по отношению к ФС 
pv , впервые рассмотренная Г. Лэмбом (1904), 

А. Шустером (1904), М. фон Лауэ (1905), Г. По к-
лингтоном (1905), а затем уже Л. И. Мандель-
штамом, Г. Д. Малюжинцем (1951), Д. В. Си-
вухиным (1957), В. Г. Веселаго (1967) и далее 
очень большим числом исследователей (см., 
например, [23‒29]), обычно ассоциируется с ОВ 
и отрицательной рефракцией (ОР) – отрицатель-
ным преломлением [24–26]. ОВ и ОР явления 
разные и могут проявляться порознь (не всегда 
при ОР волна обратная), а также и одновремен-
но [24, 28], при этом ОР существенно зависит 
от ориентации волны по отношения к границе 
раздела метаматериала. ОР без обратных волн 
проявляется в ФК (в частности, только с диэ-
лектрическими включениями) [18, 19, 24, 28]. 
Отождествлять отрицательную ГС с ОВ при дис-
сипации также не следует. ОВ следует определять 
через ev  или вектор 0k  . Поскольку we Sv  , 
где 2/Re *HES ,  w  ‒ плотность энергии 
поля и вещества, необходимо вычислять вектор 
Пойнтинга S , так как определение плотности 
энергии поля и вещества в диссипативной среде 
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является до сих пор полностью не решенной 
проблемой [30]. Покажем, что направления 0k   
и S  совпадают, по крайней мере, для простей-
ших структур. Для однородной диссипативной 
«левой» среды с   0  ,   0   это видно 
непосредственно из представления плоской вол-
ны rErE kikiti 00 exp с учетом урав-

не ния Максвелла 00 /rErH kik .
Здесь v0 ‒ единичный вектор, образующий 
правую тройку с векторами E и H. Теперь 

rES 0
2

00 2exp~ kkk .  В  правой 
сре де 0k , 0 , и утверждение справедли-
во. В левой среде 0k , 0 , и утверждение 
также справедливо. Заметим, что в диссипативной 
среде 0k , 0 , а S  направлен в сторону 
v0. Абсолютно такое же доказательство имеет 
место для неоднородных плоских E- и Н-волн в 
безграничной среде. В них все компоненты вы-
ражаются через одну продольную компоненту, 
например, zE  или zH  [8, 31]. Такие волны суще-
ствуют в структурах с границами, когда волновой 
вектор направлен под углом к границе раздела. 
В этом случае интересны волны вдоль границ в 
направлении 0x . Для них при определении по-
тока мощности следует вычислять интеграл xS   
по z, т.е. усреднять по поперечному сечению. В 
случае простейшей структуры с одной границей 
раздела дисперсия поверхностной волны Ценнека 
дается явным соотношением  1/0  kkx , 
интегралы в полубесконечных пределах от экс-
поненциально затухающих величин вычисляются 
просто, и соотношение 0xS  также доказывается 
достаточно просто (x0 направлено вдоль затуха-
ния). ДП металла cpL i22 /
находим через плазменную частоту p , час-
тоту столкновений c  и лоренцеву ДП   L ,
определяющую поляризацию, связанную с 
атомами решетки и межзонными переходами. 
В рассматриваемом диапазоне   L  можно 
считать действительной и постоянной. В случае 
малых потерь 1/ Lpspc , подставляя 
частоту плазмонного резонанса sp  в формулу 
Ценнека, получаем 2/2/1spspxk ,

2/2/1spspxk ,  т.е .  при  малой 
диссипации имеем большие потери ППП: 
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2/spspxspx kk . Здесь sp  

1/1 pcL , 1sp . В окрестности 

sp  ГС не ограничена.
В случае многослойных структур имеют 

место несколько областей, где необходимо вы-
числять поток мощности. Необходимо также 
использовать решение неявного дисперсионного 
уравнения (ДУ), связывающего компоненты вол-
нового вектора c волновым числом 0k . И в этом 
случае для поверхностных волн путем численного 
решения ДУ также доказывается указанный ре-
зультат kS . При этом ГС может быть направ-
лена противоположно S  и затуханию в сторону 
отрицательных x, т.е. быть отрицательной, хотя 
плазмон прямой [8, 31]. В многослойных структу-
рах также возможны быстрые вытекающие анти-
поверхностные (экспоненциально нарастающие 
в сторону бесконечности) волны [31, 32]. Вектор 
Пойнтинга направлен под углом от структуры, 
и баланс энергии можно получить только в ко-
нечной области, ограниченной двумя плоско-
стями constx  и двумя плоскостями constz .
Но и в этому случае проекция направления S  на 
ось x положительная, и интеграл от xS   даже не 
надо вычислять.

Выше приведена очень малая часть из 
публикаций по отрицательной ГС, ОВ и ОР, 
поскольку история вопроса хорошо известна 
(см., например, обзоры публикаций в [24‒29]), а 
большинство публикаций с конкретными резуль-
татами по ОВ и ОР касается искусственных сред 
‒ метаматериалов с периодическим включением 
металлических элементов (реже – диэлектриче-
ских и полупроводниковых элементов). Такие 
ФК обладают выраженной пространственной 
дисперсией, бианизотропией и не описываются 
скалярными диэлектрической проницаемостью 
(ДП) ε и магнитной проницаемостью (МП) μ 
и ПП n. Тем не менее, в очень большом числе 
публикаций рассматриваются «отрицательные» 
(левые) среды с 0  и 0 , 0n  (по поводу 
невозможности введения отрицательного ПП см., 
например, [33]). Строгий анализ ФК даже для 
простейших конфигураций не прост, поэтому ча-
сто используют коммерческие пакеты программ, 
интерпретации результатов которых для ОР не 
всегда однозначны [28] (в плане определения  , 
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  и n). Часто численное получение ОР выдается 
за отрицательные ПП и ГС. В большинстве таких 
публикаций не учитывается диссипация, которая 
для ФК существенна.

2. Диссипативные структуры

Диссипация связана с дисперсией, как и 
дисперсия связана с диссипацией [34]. Поэтому 
реально волновой вектор k  комплексный. Взять 
градиент скаляра   по такому вектору, т.е. строго 
определить ГС, нельзя. Однако это часто делают: 
в «окнах прозрачности» [34], где диссипация 
слабая, определяют ГС в направлении движения 
волны 0x  как xg kv  / , т.е. по реальной части 
величины xxx kikk  , и считают, что ГС прибли-
женно описывает ev . В таких областях прозрачно-
сти обычно и дисперсия слабая: в классических за-
конах (например, Лоренца, Дебая) максимальной 
дисперсии соответствуют максимальные потери. 
Однако для ППП Ценнека при слабой диссипации 

1/ , малых потерях в волне 1/ xx kk  и 
очень слабой дисперсии имеем cvg   [11, 31]. 
Это же относится и к дисперсии в структурах, 
в которых в отсутствие диссипации возможны 
запрещенные зоны. Даже слабая диссипация 
приводит к возможности распространения в этих 
зонах несобственных волн с большим затуханием 
и почти бесконечной ГС (волны со сверхсветовой 
ГС впервые обнаружил Эренфест в 1910 г.).

Материальная дисперсия сред приводит к 
потерям, а потери – к дисперсии, и эти величины 
связаны условиями Крамерса–Кронига, выража-
ющими принцип причинности [34]. Если среда 
недиссипативная ( 0 , 0 ), то согласно со-
отношениям Крамерса–Кронига потери ( 0 ,

0 ) вырождаются в дельта-функции. Точнее 
говоря, совершенно недиссипативная среда не 
может быть диспергирующей, и если почти во 
всем диапазоне потерь нет, то должны получить-
ся весьма высокие потери в очень узкой полосе 
(или системе полос), где имеет место дисперсия. 
Это, например, хорошо иллюстрирует дисперсия 
Лоренца (см. уравнение (1) в [20]) и предельный 
переход для нее при стремлении диссипации к 
нулю. Принимая, что потерь у осцилляторов нет, 
мы приходим к существованию полос непропуска-
ния в области резонансов ( 0 ). Малые потери 
приводят там к аномальной (положительной и 

отрицательной) дисперсии и превышению ГС 
скорости света [20, 23, 31]. Будем использовать 
классическую формулу [20]

 N

i ceiei

ei

i
i

1
22

0

2

1 .

(1)
Для квантового подхода i

lkiei fN2 , где iN  ‒ 
концентрации атомов сорта i, излучающих 
или поглощающих частоты /lkei EE ;

22

0 /2 edmf i
lklke

i
lk  ‒  силы осциллято-

ров, пропорциональные матричным элементам 

lk
i
lk xd  диполь-дипольных переходов 

(высшие мультипольные переходы обычно не 
вносят существенный вклад) под действием поля 

 xE . В квантовом случае основой вклад в    
дают магнитно-дипольные переходы lk  rv ,
где rv  . В классическом случае метаматериа-
лов вычисляется поляризация единицы объема 

rP   и намагниченность  rJM  , при этом 

ps JJJ  . Для соленоидальной части плотности 
тока 0 sJ  и J s . Для потенциальной 
части pJ , ~/~/ 0

2
0 ii J . 

Здесь скобки Дирака означают интегрирование по 
периодической ячейке и деление на ее объем, т.е. 
гомогенизацию за счет усреднения, а ~  ‒ извест-
ная диэлектрическая проницаемость некой среды 
(основы или матрицы), в которую включены про-
водящие частицы (мета-атомы) метаматериала. 
Во многих работах и для    пишут формулу, 
подобную (1) (см. [35, формула (5)]), что неверно. 
Действительно, на образующие токи движущиеся 
заряды в среде действует не поле H, а индукция 
B. Поэтому следует записать

M

i cmimi

mi

i
i

1
22

0

2
11 1 .

(2)
т.е. необходим учет коллективного эффекта. 
Эти формулы соответствуют разреженному газу 
электрических и магнитных осцилляторов-ди-
полей с N и M резонансными частотами ω0ei и 
ω0mi соответствующими переходам kl   (ω0ei =

  /lk EE  ) и соответствующими электриче-
скими и магнитными дипольными матричными 
элементами, а частоты «столкновений» или 
релаксаций cei  и cmi  связаны с потерями. В 
случае атомов они и определяют ширины спек-
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тральных линий, а в случае металлических ФК – 
диссипацию в частицах. Сумму в (2) можно 
считать малой, и тогда правая часть аналогична 
правой части (2). Для ФК с ориентированными 
замкнутыми контурами с током выражение (2) за-
висит от ориентации, т.е. определяет компоненты 
тензора. Соотношение (1) и (2) получены без учета 
внутреннего поля, пространственной дисперсии 
и требуют выполнения условий квазистатичности
a <<  ~/ . Для природных веществ в оптике от-
ношение длины волны к размеру атома ~/ a 105. 
Для метаматериалов в лучшем случае ~/ a 101, 
где a ‒ размер ячейки периодичности. Для получе-
ния изотропного метаматериала ФК должен быть 
кубическим, причем его частицы должны вносить 
вклады и в P, и в M. Это могут быть, например, 
металлические цилиндры на ребрах кубической 
решетки с длиной и радиусом меньше чем 50 нм. 
Фактически это отрезок квантового провода. ФК 
должен быть разреженным, т.е. взаимодействие 
частиц слабым. Иначе такой ФК будет биизотроп-
ным: на P будет влиять поле H, а на M – поле E. 
Другая возможная конфигурация изотропного 
ФК – металлические шарики в узлах кубической 
решетки [36]. В [37] предложено использовать 
наноразмерные диэлектрические сферы двух 
радиусов как диэлектрические резонаторы с Н- и 
E-модами, настроенные на заданную частоту. Они 
должны быть включены в узлы двух кубических 
подрешеток, сдвинутых на полпериода по всем 
осям. Однако в таком ФК есть сильное внутреннее 
поле, поэтому нет отдельных резонансов. Следует 
строго решать задачу гомогенизации (см. [18, 19]).

Возьмем простейший случай (2) с одним ре-
зонансом m0  и запишем условие, при котором 
  0  . Очевидно, cmmcmm 0

22 22 , и 
при малой диссипации 22

0
22

0 mmm   . Для 
природных сред сила осцилляторов должна быть 
большой, а диссипация малой, что обычно не 
выполняется, поэтому 1 . Для метаматери-
алов получить большую частоту m  при малой 
диссипации также проблематично. Часто экс-
периментальные результаты для анизотропных 
и даже бианизотропных структур в резонансной 
области используют для аппроксимации   и   
типа (1) [35]. 

Если электрические диполи не связаны 
(ω0ei = 0, заряды свободные), то из (1) сле-

дует дисперсия многокомпонентной плазмы 
( ieiei mNe 0

22 /  ‒ квадраты плазменных ча-
стот, cei  ‒ частоты столкновений носителей 
сорта i). Заметим, что дисперсия Дебая за счет 
ориентационной поляризации абсолютно жестких 
диполей также может быть получена предельным 
переходом из (1) [30]. Дисперсия однородной изо-
тропной среды диполей, описываемой (1) и (2), 
допускает одновременно отрицательные значения 
    и    (всегда при диссипации   0  ,
  0  ), т.е. имеем ОВ с 00 knkk , где ПП 

(индекс рефракции) ninn  «отри-
цательный»: 0n , 0n . В диэлектрической 
среде, описываемой (1) с одной резонансной ча-
стотой 00  e , как хорошо известно, в области 
отрицательной аномальной дисперсии 0gv  [20]. 
Действительно, потребуем   0/ 0  knddvg  .
Для  комплексного  ПП  ninn  имеют 

место соотношения    2/1
22 2/ n , 

   2/1
22 2/ n , в которых знаки вы-

бираются синхронно и соответствуют прямой и 
противоположной волнам. Это означает, что ev  
и pv  направлены одинаково. В случае отсутствия 
диссипации функция       имеет при 0  

полюс и зону непропускания in  справа от 

него: 2
0

2
0   e , где ДП отрицательная. 

При диссипации в прямой волне, для которой 
энергия распространяется в прямом направлении, 
всегда 0n , т.е. фаза движется в сторону движе-
ния энергии. Полагая 0gv , имеем:

  


 /2// 22

22





 dddd .

Это условие реализуется при аномальной дис-
персии. Используя соотношения

 
  2222

0
2

2
0

22

1
c

p









 , 

2222
0

2

2

c

cp ,

легко получить квадратное уравнение для гра-
ничных частот области, где ГС отрицательная. 
При предельно малых потерях 0 имеем 

М. В. Давидович. Отрицательные дисперсия, рефракция и обратные поляритоны

1/2

1/2
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   2
0

22   p , и немного правее 0  вы-

полнено  /2/  dd . Хотя 0gv , волна 
прямая.

Волна Ценнека может быть быстрой и мед-
ленной [11, 31, 32]. Для нее в области 01    
существует отрицательная ГС [11, 31]. Без дис-
сипации это запрещенная область. В области 
быстрой волны 1  выполняется условие 

cvv pg   [11]. В [32] из приближенного импе-
дансного уравнения получены условия перехода 
от медленной волны к быстрой. Они не явля-
ются точными (переход имеет место в области 

01   ) [11]. Результаты с отрицательной ГС, 
не соответствующей ОВ, приводятся во многих 
работах.

3. Втекающие и вытекающие волны. 

    Дисперсионные уравнения

В диссипативных средах и структурах волны 
квазисобственные или несобственные. Под соб-
ственной (нормальной) волной следует понимать 
решение самосопряженной задачи электродина-
мики (самосопряженные операторы Максвелла 
и граничных условий). Соответственно описыва-
ющие проницаемости скаляры    и    дей-
ствительные, если они тензорные, то эрмитовые. 
Волновой вектор также действительный. Если 
   и    комплексные, собственная волна ста-

новится квазисобственной. Пример несобствен-
ной волны – вытекающая волна, которая может 
вытекать из пластины идеального диэлектрика с 
действительной ДП. В диссипативных структурах 
возможны два условия: вектор S  направлен из 
вакуума к границе структуры (втекание энергии и 
втекающая волна), и S  направлен от границы (вы-
текающая в вакуум волна). Угол между границей 
(в нашем случае 0x  и S ) есть угол вытекания  .
Условие   0  в плоскослоистых структурах 
есть условие перехода от вытекания к втеканию 
(или от быстрой волны к медленной) [11, 32]. На 
этой частоте 0kkx  , 0xk , потерь в конечной 
структуре нет, поскольку волна не носит поверх-
ностный характер, становится плоской, движется 
со скоростью света, а вся энергия переносится в 
вакууме. В идеальных структурах, поддержива-
ющих поляритоны (ФК, плоскослоистые волно-
воды и т.п.), возможны запрещенные зоны. В них 
волновой вектор k  мнимый, а волны затухают. 

Учет диссипации приводит к комплексным k .
Такие волны также следует классифицировать как 
несобственные.

Для получения ДУ для ППП используют 
метод сшивания, метод матриц передачи, метод 
трансформации импедансов [8, 31, 38]. Наиболее 
удобны и универсальны два последних. Обычно 
ищут решения без диссипации методом сшива-
ния в виде собственных поверхностных волн, на-
кладывая условия экспоненциального затухания 
на бесконечности. При изменении частоты такие 
решения могут привести к антиповерхностным 
волнам [32]. В случае диссипации в ограничен-
ной по z структуре возможно втекание или вы-
текание на каждой из двух границ с вакуумом. 
Их надо накладывать (при выборе той или иной 
ветви квадратного корня). Далее будут приведе-
ны ДУ, полученные методом матриц передачи 
и путем трансформации импедансов вдоль z. 
Нормированные к импедансу 000 / Z  
импедансы E- и Н-волн в слое с номером n 
имеют вид nnzne kk 0/ , nznnh kk /0 , где 

22
0 xnnnz kkk . Классическая нормирован-

ная матрица передачи слоя, связывающая на его 
границах xE  и yHZ0  для E-волн и yE  и xHZ0  
для H-волн, хорошо известна [8, 31, 38]. Получив 
полную матрицу слоев перемножением, следует 
далее наложить граничные импедансные усло-
вия на двух границах с вакуумом. Для втекания 
и вытекания импедансы отличаются знаком, т.е. 
имеет место четыре варианта. Результат приводит 
к ДУ в виде равенства нулю определителя второго 
порядка. Для тензорных проницаемостей моды 
гибридные и матрица передачи имеет четвертый 
порядок. В методе трансформации импедансов 
используем хорошо известную формулу, транс-
формируя импедансы от слоя к слою справа 
налево. На границе с вакуумом в случае выте-
кания следует взять 000 / kk ze   для E-волн и 

zh kk 000 /  для H-волн (индекс 0 соответствует 
вакууму, 22

00 xz kkk  ). Для втекающих волн 
следует изменить знак e0  и h0  (в соответствии 
с концепцией передачи слева направо). На другой 
границе входной импеданс структуры следует 
приравнять входному импедансу вакуума [8, 9] 
при втекании из вакуума или поменять знак в та-
ком равенстве при вытекании. Реально результат 
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зависит от знака корня 22
00 xz kkk  . Здесь мы 

не рассматриваем слои из метаматериала, волна 
вдоль z всегда прямая, поэтому втекание или выте-
кание определяется реальной частью zk0 . Однако 
волна вдоль x может быть обратной, и для этого 
не требуется одновременно отрицательных     
и   : достаточно только одной из них [2, 24]. 
ОВ возможны в структурах с металлическими сло-
ями, для которых будем брать ДП в форме Друде–
Лоренца cpL i22 / . Первый 
член   L  описывается дисперсией Лоренца (1) 
для внутризонных и межзонных переходов и от-
вечает за ДП кристаллической решетки.

Простейшей структурой, поддерживающей 
ППП в виде прямых волн, ОВ, втекающих и вы-
текающих волн является плоский слой толщины 
t в вакууме. ДУ для диэлектрического слоя приве-
дены в [32], где в силу симметрии учтены условия 
для электрической и магнитной стенок в центре. 
Они получаются и описанными выше методами. 
Трансформируя импеданс e0  справа налево, 
получаем ДУ     2tan2 2

0
2

0 eeee i  . Здесь 
tkz . Такое же ДУ имеет место для H-волн. 

Разрешая относительно любого из импедансов, 
получаем четыре ДУ:       0tan,,0   hehe i  и 

      0tan,0,   hehe i . Видно, что первые два со-
ответствуют электрической стенке в центре плен-
ки, а вторые два – магнитной. Их удобно записать, 
выразив xk  из одного из импедансов. Для элек-

трической стенки 2222
0 /kk e

xe ,
2222

0 1/kk e
xh . Для магнит-

ной  с т енки  1/ 2222
0kk m

xe ,
2222

0 /kk m
xh .  З д е с ь  t 

2
0

2tanh kkt x , знак   соответствует вза-
им но противоположным волнам. 

Для пластины на бесконечно толстой под-
ложке (полупространстве) с ДП ~  в случае мед-
ленного ППП имеем ДУ

0

0
~~

~~
2exp t ,         (3)

где 2
0

2
0 kkx  ,  ~~ 2

0
2 kkx  . Здесь воз-

можно вытекание в одно из полупространств и 
вытекание из другого. В общем случае N-слойной 
структуры имеем матрицу передачи Naaaa ˆ...ˆˆˆ 21

и условия 11121110 / NNN EaEaE , 00 /E  

1122121 / NNN EaEa .  Здесь  обозначены 
амплитуды электрического поля. Для вте-
кающей волны 01  N  и ДУ имеет вид 

11012210220 aaaa , где 0  ‒ импеданс 
либо E-моды, либо H-моды в вакууме.

4. Плазмоны вдоль тонких пленок 

     в слоистых структурах

Рассматриваем слоистые структуры с изо-
тропными (скалярными) n  и n . Между слоями 
могут находится пленки, поддерживающие токи, 
описываемые поверхностной проводимостью. 
Примером является графен. Это означает дву-
мерность пленки. Для металлической и полупро-
водниковой пленок двумерный электронный газ 
(ДЭГ) означает малую толщину t  по сравнению 
с длиной свободного пробега   и по сравнению 
с длиной волны   в окружающих слоях: t  
и t  . Для металлов   – порядка десятков нм. 
Выполнение первого условия для электродинами-
ки не столь существенно и определяет в основном 
двумерную (поверхностную) проводимость и 
транспорт: баллистический или диффузионный. 
Второе говорит о том, что на оптических частотах 
пленка должна быть наноразмерной, т.е. являться 
квантовой ямой и иметь квантовую проводимость. 
Для проводящих металлических пленок будем ис-
пользовать объемную удельную проводимость   
для определения поверхностной проводимости  ,
что можно делать при толщинах в десятки и более 
нанометров. Описываемая макроскопической ДП 
пленка, расположенная в среде с ДП ~ , создает 
избыточный (дополнительный) электрический 
ток поляризации с плотностью EJ ~

0ie
p . 

Этот ток является вторичным источником и под-
держивает волну. В тонкой пленке E  почти не 
изменяется в поперечном направлении, а попереч-
ным током можно пренебречь (это и есть электро-
динамическое приближение для введения двумер-
ных пленок). Приведенное соотношение можно 
записать так: s

e
s EJ  , где индекс s характери-

зует поверхностные величины, а ti ~
0 .

Если ДП тензорная, то ˆ tIi ~ˆˆ 0  тензор. 
Это определение годится и для диэлектрической 
пленки, тонкой по сравнению с длиной волны в 
ней. Это же относится и к магнитным, например, 
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ферритовым, пленкам. Для них Iˆ tim ˆˆ 0 .
Это применимо в случае, когда поле H  почти 
не изменяется поперек пленки. Для вывода ДУ 
в случае изотропных пленок теперь достаточно 
учесть матрицу передачи пленки в виде

1
01

ˆ
iy

a .                       (4)

Здесь 0Zy   ‒ нормированная проводимость. 
В случае анизотропных пленок задача услож-
няется. Такие пленки поддерживают в общем 
случае гибридные моды. Следовательно, надо ис-
пользовать классические или волновые матрицы 
передачи четвертого порядка. Их вид достаточно 
громоздкий. Мы ограничимся простейшими 
структурами типа пленка в диэлектрической 
основе или в вакууме. В качестве анизотропной 
пленки далее рассмотрим графен. В этом случае 
вывод ДУ получим, используя функцию Грина 

(ФГ) RRrr ikG exp4 1 , rrR  . 
Эта ФГ соответствует среде основы с волновым 
числом ~0kk  . Создаваемый пленкой вектор-
потенциал есть

rdG e
s

2rJrrrA .            (5)

Интеграл берется по бесконечной двумерной 
области.  rJ e

s  запишем в виде неоднород-
ной плоской волны, а  rr G  представим в 
виде известного двумерного интеграла – раз-
ложения по неоднородным плоским волнам. 
В результате интеграл в (5) вычисляется явно. 
Далее через (5) определяем электрическое поле: 

rArAE 21
0
~ ki . Наконец, 

наложение условия EJ ̂e
s  приводит к иско-

мому ДУ. Оно получается как равенство нулю 
определителя. Записав 1

0 ˆˆˆ   Z , имеем две 
эквивалентные формы: 

z

xxyxxyyd

z

yyyxxyxd

z

xyyxyyy

z

xyyxxxx

kk
kkkk

kk
kkkk

kk
kkkk

kk
kkkk

~2~2

~2

~
1~2

~
1

0

22
0

0

22
0

0

22
0

0

22
0

z

yx
yx

z

yx
xy

z

y
yy

z

x
xx kk

kk
kk

kk
kk
kk

kk
kk

~2~2~2

~
~2

~

000

22
0

0

22
0 . 

(6)

(7)

, 

Упрощение наступает, если плазмон движется 
вдоль оси x:

0
2~2

20

0
xy

z
yy

z
xx k

k
k
k ,       (8)

0
2

1~2

~
1

0

2
0

0

22
0

z

yy

z

xxx

k
k

k
kk .      (9)

Оно распадается на два для ППП с разными по-
ляризациями:

2
0

2
0

2
~41~

xx
x Z

kk ,  ~4
~~

2
02

0
2 yy
x

Z
kk .

 (10)
Если при этом тензор импеданса диагональный, 
то (8) распадается на два: xx

e 2  и yy
h 2 . 

Решение задачи для ППП вдоль ферритовой плен-
ки, намагниченной по нормали 0z , может быть 
получено на основе соотношения s

mm
s HJ ̂  

или принципа перестановочной двойственности, 

в силу которого можно делать замены HE  ,
00   , mm  ˆ/1ˆˆ  . В результате по-

лучаем

2
0

2

0

22
0

0

22
0

42

~
1

2

~
1

z

m
yy

m
xxzx

z

y
m
yy

z

x
m
xx

kk
kk

kk
kk

kk
kk .

При сильном замедлении в пленке с поверхност-
ной МСВ распределение H  экспоненциально 
затухает от границ и обладает невзаимностью. 
Это можно учесть при коррекции m

sJ , который 
становится зависимым от k , а ДУ приобретает 
более сложный вид.

5. Быстрые, медленные и обратные ППП

     в пленках и графене

Рассмотрим ППП вдоль графена или другой 
двумерной импедансной пленки. Для графена про-
водимость тензорная, поэтому моды гибридные. 
Однако тензорный характер проводимости вы-
ражен несильно. Сначала рассмотрим скалярную 
проводимость, полученную в рамках подхода 
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Кубо–Гринвуда:       interintra   [13], 
где внутризонная intra  и межзонная inter  прово-
димости зависят от химического потенциала μc 

и температуры T. Для межзонной проводимости 
температурной зависимостью (при BTk ) 
можно пренебречь, и тогда [13, 39]

cc

B
c i

T
i
TkieT

/1
,,,, 0intra

2

2

intra ,            

cc

cc
c i

iie
2
2

ln
4

0,,,
2

inter ,               

TkTkTk
T

BBB 2
coshln2exp1ln2, .

(11)

(12)

Из формулы (11) следует, что реактивность вну-
тризонной проводимости имеет индуктивный тип, 
( 0Im ) и ей соответствует проводимость на 
постоянном токе

Tk
Tke

B

c

c

B cosh12ln 1
2

2

intra0 .   (13)

При BTk  в ней следует взять  intra0   

    cche  /2/2 , а при BTk  ‒ соответ-

ственно  cBTkhe //2ln2 2
intra0 .  Пусть 

частоты не очень велики: cci , что 

выполнено при c  и cc . Тогда 
межзонная проводимость емкостная:

ccc
c

cc iiie //11
4

/12

inter

c

cc ie
4

/12

.

В этом случае при малой температуре и малых 
частотах имеем полную проводимость:

c

cc

cc

c ie
i

e
4

/1
/12

2

2

2

. (14)

Она индуктивная, если 1/2 2222
cc . В 

противном случае она емкостная. Действительная 
ее часть имеет вид

22

22222

/12
/12

ccc

cc

h
e .      (15)

При 1/ c  (большая частота столкновений) 
имеем

h
e

h
e

h
e

c

c

cc

c
2222

2
2 ,

а при 1/ c  (малая частота столкновений) –

cc

ccc h
e

h
e 2

22

222

/2
2 .

    

Если частоты большие ( cc i ), то меж-
зонная проводимость индуктивная: 

cc

c

i
ee

/14 2

22

inter
.       (16)

При / c >> 1 имеем действительную её часть 
 4/2

inter e , а при / c << 1 она увеличивает-

ся:     cche  /22//2
inter  . Таким образом, 

в допированном графене при малой диссипации 

в полосе частот /1/2 22
cccc  

проводимость емкостная, а медленный E-плазмон 
обратный.

Будем считать, что полная проводимость опи-
сывается суммой проводимостей (11) и (16) в виде 

ci
e

/14
0

2

.               (17)

Для учета пространственной дисперсии (ПД) в 
случае ППП вдоль главной оси графена следует 
вместо (17) использовать компоненту [39]

inter
2

2

2

intraxx /
23

4
1 x

cc

F ki
i

v .

Здесь 300/cvF  . Дисперсию E-ППП полу-
чаем, трансформируя проводимость вакуума 
за  пленкой     hehey ,

0
,

0 /1   к  проводимости 
вакуума перед пленкой. Пленка шунтирует про-
водимость, т.е. hehe

in yZy ,
00

, . Знак справа 
у проводимости отрицательный, поскольку 
волна втекает справа в диссипативную пленку. 
ДУ  имеет  вид  hehe

in
he yZyy ,

00
,,

0 ,  или 

  2
00 2/1 Zkkx  . Здесь верхний знак соот-
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ветствует E-ППП, а нижний ‒ H-ППП. Эти же 
уравнения получаются путем сшивания с учетом 
скачка магнитного поля. Для медленного E-ПП 
нормированная проводимость должна быть 
малой и сильно реактивной. Для медленного 
H-ППП нормированная проводимость должна 
быть большой и сильно реактивной. Обозначая 

   i , получаем:

2/11 22,

c
k he

x .  (18)

Дифференцируя (18) по  , находим обратную 
величину ГС. Получается достаточно громоздкое 
выражение. Численные результаты для E-ППП в 
графеновой пленке без учета ПД (штриховые кри-
вые) и с учетом (сплошные кривые) представлены 
на рис. 1. Для удобства все приведенные графи-
ческие результаты построены так, что за положи-
тельное направление взято движение фазы. Тогда 
ОВ соответствуют области с отрицательными по-
терями. Видно, что в узком частотном диапазоне 
потери отрицательные, что означает наличие ОВ. 
В активной (накачанной) графеновой пленке ре-
альная часть проводимости отрицательная (чему 
соответствует отрицательная c ), что похоже на 
ОВ. Однако структура поля при этом иная: энергия 
из пленки вытекает, тогда как для ОВ она втекает 
в пленку и диссипируется. 

Для исследования ППП в металлических 
пленках важны три характерные частоты: плаз-
менная, p , частота поверхностного плазмонного 
резонанса 1/ Lpps , 1ps , и часто-
та перехода ДП через нуль   0 . При учете 
диссипации следует брать условия 1ps  

и    0  ,  откуда  22 1/ cLpps ,
22 / cLp    (здесь мы считаем в области 

плазмоники L  действительной величиной, не 
зависящей от частоты). Тонкую металлическую 
пленку с толщиной порядка нескольких нм при-
ближенно можно считать 2D структурой. Согласно 
приведенному точному ДУ для e

xek  в такой пленке 
Е-ППП с электрической стенкой ниже ps  идет 
практически без дисперсии почти со скоростью 
света. Без диссипации существенное замедление 
для него начинается немного ниже ps  и неогра-
ниченно растет при приближении к ps . Немного 
выше ps  замедление растет с приближением ча-
стоты к ps  сверху. Нижняя ветвь соответствует 
прямому ППП, а верхняя – обратному. ГС по обо-

им ветвям стремиться к нулю сверху (для нижней 
ветви) и снизу (для верхней ветви) при ps .
Введение диссипации приводит к конечному 

Рис. 1. Коэффициенты замедления n' (а) и потерь n'' (б) 
E-ПП в графеновой пленке при T = 300K в зависимо-
сти от круговой частоты: μc = 0.3 эВ, 1~   (кривые 1); 
μc = 1 эВ, 1~   (2); μc = 1 эВ, i003.03~   (3). Штри-
ховые кривые – без учета пространственной дисперсии, 

сплошные кривые – с учетом

Fig. 1. Deceleration (a) and loss (b) coeffi cients for E-SP 
in the graphene fi lm at T=300K, depending on the circular 
frequency (eV): μc = 0.3 eV,  1~  (curves 1); μc = 1 eV, 1~   
(curves 2); μc = 1 eV, i003.03~   (curves 3). Dashed and 
solid curves show the results without and with taking into 

account the spatial dispersion, respectively
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замедлению в точке ps  и слиянию в ней вет-
вей (рис. 2). Зависимость  zk   становится 
дифференцируемой, ГС в точке ps  обращается 
в бесконечность. Ниже нее она положительная, 
выше – отрицательная. Как показывают вычис-
ления потерь, в обоих окрестностях затухание 
направлено вдоль движения фазы, т.е. ППП пря-
мой. Обратным он становится существенно выше 

ps . Хотя диссипация в структуре невелика, на 
частоте максимального замедления (расчет дает 
для нее значение чуть ниже ps ) имеем zz kk  ~ ,
т.е. потери ППП максимальны. Качественно это 
соответствует области резонанса в дисперсии 
Лоренца (1). Для E-ППП с магнитной стенкой 
частота максимального замедления существенно 
ниже ps  и примерно пропорциональна t (рис. 3). 
Штриховой линией на рис. 3 дана дисперсия по-
ляритона Ценнека.

Согласно изложенному ДУ расположенной 
в вакууме плоскослоистой структуры имеет вид 

2
0 1 inx kk  для E-ППП и 2

0 1 inx kk  для 
H-ППП. Здесь ininin i  ‒ входной импеданс 
структуры на данном типе волны. Для диссипатив-
ных структур 0in . Комплексный коэффициент 
замедления 0/ kkninn x  для ППП играет 
роль показателя преломления при движении 
вдоль на поверхности. Следует заметить, что in  
зависит от xk , поэтому ДУ следует решать итера-
ционно. Пусть xk  ‒ такое решение (неподвижная 
тока). Тогда следует, что ППП медленный, если 

inin , т.е. импеданс сильно реактивный вне 
зависимости от того, индуктивный он или емкост-
ной. Извлечение квадратного корня из комплекс-
ной величины 21 inz  показывает, что ППП 
прямой ( 0 xxkk ), если импеданс индуктивный, 
и обратный ( 0 xxkk ), если импеданс емкостной. 

Рис. 2. Нормированные на ck pp /  прямые (кривые 1, 
3, 5) и обратные (символ B, кривые 2, 4, 6) плазмон-по-
ляритонные ветви для e

xekRe  (кривые 1, 2, 3, 4) и m
xhkRe  

(кривые 5, 6) плазмонов в слое 50 нм (1, 2), 100 нм (3, 4) и 
10 нм (5, 6). Параметры металлического слоя: εL = 9 – 0.01i,

ωp= 1016, ωc= 1013 Гц

Fig. 2. Normalized on ck pp /  forward (curves 1, 3, 5) 
and backward (symbol B, curves 2, 4, 6) plasmon-polariton 
branchs for e

xekRe  (curves 1, 2, 3, 4) and m
xhkRe  (curves 

5, 6) of the plasmons in the layer of 50 nm (1, 2), 100 nm 
(3, 4) and 10 nm (5, 6). The parameters of the metal layer: 

εL = 9 – 0.01i, ωp= 1016, ωc= 1013 Hz

Рис. 3. Нормированная к плазмонному волновому числу 
kp дисперсия m

xekRe  электрического плазмона для εL = 2, 
ωp= 1016 при: t = 2 нм (кривые 1‒6); t = 10 нм (7); t = ∞ (8).  
Диссипация задана отношением ωc / ωp: 10–4 (кривая 1), 
10–2 (2, 8), 5∙10–1 (3), 100 (4), 2∙10–1 (5, 7), 10–1 (6). Штри-

ховая кривая 8 построена для εL = 2 – 0.01i

Fig. 3. Normalized to the plasmon wave number kp disper-
sion m

xekRe  of the surface electric plasmon for εL = 2, 
ωp= 1016 at: t = 2 nm (curves 1‒6); t = 10 nm (7); t = ∞ (8). 
The dissipation is set as ωc /ωp: 10–4 (curve 1), 10–2 (2, 8), 
5∙10–1 (3), 100 (4), 2∙10–1 (5, 7), 10–1 (6). Dashed curve 8 is 

plotted for εL = 2 – 0.01i
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Рассмотрим  поверхностную  проводи-
мость  одиночной  металлической  пленки 

tit 10 t . В модели без диссипа-
ции эта проводимость индуктивная при    и 
емкостная при   . В такой модели возможна 
ОВ, если   1 , при этом волны не делятся на 
симметричные и антисимметричные. Прибли-
жение работает при толщинах и частотах, когда 
поле в пленке можно считать равномерным, т.е. 
при толщинах, меньших глубины проникновения. 
Внутри пленки поле вблизи резонанса изменяет-
ся по закону  2/1cosh 0 nzk , поэтому должно 
быть 210 ntk . При 5t  нм и 500  нм 
получаем оценку применимости 2D приближения 
n <<1000. В силу допущений ПП с электрической 
стенкой в пленке невозможен, а ПП с магнитной 
стенкой может быть обратным при   , что 
подтверждает численное решение [8]. Реально 
для серебряной пленки заметное замедление 
E-ППП с электрической стенкой возникает при 
толщинах порядка 50 нм и выше, тогда как E-ППП 
с магнитной стенкой можно получать при толщи-
нах 2 нм (получить сплошную пленку меньшей 
толщины технологически проблематично). Для 
магнитоплазмонов приближение в сантиметровом 
диапазоне работает при толщинах 1~  мкм.

На рис. 4 приведено моделирование E-ППП 
в помещенной в диэлектрик серебряной пленке 
при 8.1 p 1016, 4 p 1013 Гц, 9L . В этом 
случае частоте   соответствует длина волны 
314.159 нм. Эта длина волны приближено соот-
ветствует эксперименту, но на более длинных 
волнах точность формулы улучшается. Результа-
ты, приведенные  на рис. 4, а, указывают на то, 
что ГС принимает весь диапазон значений кроме 
малой окрестности нуля, при этом потери везде 
положительные (рис. 4, б), т.е. ОВ нет. 

На рис. 5 приведено решение модельной 
задачи для E-ППП вдоль металлической плен-
ки с t = 30 нм, расположенной в диэлектрике, 
показывающие влияние частоты столкновений 

c  и ДП ~  на дисперсию. Использовано при-
ближение поверхностного тока. ДУ имеет вид 

 20
2

0 /~4~ Zkkx   , где ~
00 tikZ .

Максимальное замедление E-ППП растет с умень-
шением c  и  ~ , а также при приближении  ~  
к L . Технологически тонкие пленки могут быть 

/  
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Рис. 4. Нормированные к плазменному волновому числу 
kp  дисперсия (а) и потери (б) E-ПП в серебряной пленке: 
t=2 нм, 1~   (кривая 1); t=2 нм, i003.03~   (2); t=5 нм, 

i004.04~   (3); t=10 нм, i006.06~   (4)

Fig. 4. Normalized to the plasma wave number kp disper-
sion (a) and loss (b) for E-SP in the silver fi lm: t = 2 nm, 

1~   (curve 1); t = 2 nm, i003.03~   (2); t = 5 nm, 
i004.04~   (3); t = 10 nm, i006.06~   (4)

выполнены в диэлектрике (на границе двух ди-
электрических слоев) или на диэлектрической 
подложке. Поэтому учет диэлектрических слоев и 

γt
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подложек необходим, что приводит к более слож-
ным ДУ. Простые явные ДУ, позволяющие точно 
определять дисперсию и ГС, наиболее удобны для 
решения вопроса о том, связана ли отрицатель-
ная ГС с ОВ, поскольку последние определяются 
знаком   . Для активной пленки ( 0 ) волна 
вытекает. Для графена этому соответствует c < 0. 
Вытекающий E-ППП обратный, если 0 ,
т.е. для индуктивной проводимости пленки. В 
случае пленки на толстой диэлектрической под-
ложке берем для нее модель диэлектрического 
полупространства с ДП ~ . Дисперсию ДП и 
диссипацию не учитываем. Тогда ДУ имеет вид 

   
0

,,
0 Zyy he

d
he  . Если рассмотреть диэлектри-

ческую пластину толщиной d с ДП ~ , обложен-
ную с обеих сторон проводящими пленками, то 
получаем ДУ

0
,1,

0 2/tan Zydkiy he
dzd

he .    (19)
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Рис. 5. Нормированная к плазменному волновому числу kp 
дисперсия для E-поляритона в расположенной в диэлек-
трике 5~   тонкой металлической пленке при εL = 11, 
t = 30 нм, ωp= 1016 и разных частотах столкновений, 
Гц: ωc= 1015 (кривая 1); 2∙1015 (2); 4∙1015 (3); 6∙1015  (4); 

1.6∙1016 (5) 
Fig. 5. Normalized to the plasma wave number kp dispersion 
for E-polariton in a thin metal fi lm, located in dielectric 5~  ,
with metal parameters εL = 11, t = 30 nm, ωp= 1016 and 
different collision frequencies (Hz):  ωc= 1015 (curve 1); 

2∙1015 (2); 4∙1015 (3); 6∙1015 (4); 1.6∙1016 (5)

Верхний знак соответствует моде с магнит-
ной стенкой, а нижний – с электрической, 

22
0
~

xzd kkk , zd
e
d kky /~

0 , zd
h
d kky /0 .

Рассмотрим случай очень медленного 
ПП ~0kkx   при условии малой диссипа-
ции. Тогда zdzd kik , e

d
e
d yiy , h

d
h
d yiy  , 

2/tanh2/tan dkidk zdzd , поэтому к про-
водимости пленки добавляется индуктивная 
проводимость в случае E-ППП и H-ППП. Более 
сильное увеличение индуктивной проводимости 
имеет место для моды с электрической стенкой, 
поскольку при малой толщине d и не очень боль-
ших замедлениях гиперболической тангенс мал. 
При d  следует положить 12/tan dki zd ,
и из (19) следует ДУ для пленки на полупро-
странстве. При 0d  имеем  

0
,

0 Zy he  . Это ДУ 
совпадает с ранее приведенным, если учесть, что 
полную проводимость такой двусторонней пленки 
следует удвоить. Рассмотрим пленку в центре 
диэлектрической пластины. Тогда возможен ПП 
только с магнитной стенкой, поскольку ПП вдоль 
идеально проводящей плоскости не существует. 
Для получения ДУ трансформируем половинную 
проводимость к границе с вакуумом:

2/2/tan
2/tan2/

0
,

,
0,,

Zdkiy
ydkiZyy

zd
he

d

he
dzdhe

d
he

in .   (20)

Тогда ДУ имеет вид    he
in

he yy ,,
0  . Поскольку   

имеет действительную часть, изменение знака 
реактивной части в (20) возможно. Рассмотрим 
случай не очень медленного ПП: ~00 kkk x  .
Для него kzd и проводимости  he

dy ,  почти дей-
ствительные, поэтому для не очень толстой 
пластины в ПП с магнитной стенкой добавляется 
индуктивный импеданс, а в ПП с электрической 
стенкой – емкостной импеданс. В случае толстой 
подложки тангенс может менять знак и изменяться 
в широких пределах с изменением частоты, а по-
ведение входной проводимости (21) и дисперсии 
ПП может быть сложной. Следует заметить, что 
при слабой диссипации в пластине тангенс не 
достигает бесконечных значений, но может быть 
большим по модулю.

6. Обратные поляритоны 

     и отрицательная рефракция на поверхности

Возможность существования обратных ППП 
и простой способ управления их дисперсией по-
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зволяет реализовывать двумерную отрицатель-
ную рефракцию без достижения условий «одно-
временной отрицательности» ДП и МП и вообще 
в структурах только с диэлектрическими или 
только с магнитными свойствами [28, 40]. Клас-
сификация волн по ГС, особенно в запрещенных 
областях, может приводить к таким ошибкам, как 
наличие в спектре обратных «диссипативных» 
волн [41]. Если имеется импедансная поверх-
ность с индуктивным входным импедансом 
на данном типе волны, то преобразовать ее 
импеданс к емкостному можно путем нанесе-
ния прозрачного четвертьволнового слоя. Этот 
четвертьволновой слой должен быть рассчитан 
относительно компоненты 22

0 xllz kkk   , и 
если ППП медленный, то должно быть 2nll 
. Управлять импедансом слоя можно, создавая в 
нем мелкие двумерно-периодические структуры 
с периодами, существенно меньшими длины 
волны, например, выполняя отверстия в пленке. 
В этом случае импеданс тензорный, следует 
использовать гибридный подход, и ДУ усложня-
ются. В резонансной области такая пленка есть 
2D ФК, так как отрицательная рефракция в ней 
осуществляется естественным образом. Рефрак-
ция зависит от того, под каким углом падает ПП 
на границу пленки и от структуры поверхности 
ее изочастот ω(kx, ky) = const. Перспективно ис-
пользовать тонкие замагниченные металличе-
ские, полупроводниковые и ферритовые пленки, 
управляемые магнитным полем. Таким образом, 
выполняя на поверхности двумерную металин-
зу, поддерживающую обратные ППП, можно 
управлять ППП, в частности осуществлять их 
фокусировку. Хотя имеется ряд работ по мета-
линзам и метаповерхностям, где моделирование 
осуществлено на основе пакетов программ, стро-
гие их модели до сих пор не получены.

 
Заключение 

Для диссипативных структур рассмотрены 
свойства ГС, прямые и обратные ППП, отрица-
тельная рефракция, а также связь указанных яв-
лений. Показано, что ГС может быть любой, в том 
числе бесконечной, и менять знак путем перехода 
через бесконечность. Смена знака ГС путем пере-
хода через нуль не наблюдается. Смена знака ГС 
не означает переход от прямых ППП к обратным 
ППП. ОВ могут соответствовать как участки с 
аномальной отрицательной дисперсией, так и с 

нормальной дисперсией, так же как и для прямых 
волн. Поэтому даже в слабо диссипативных сре-
дах и структурах ГС не следует использовать для 
классификации волн. 

Основным результатом работы являются по-
лученные ДУ и их численные решения, условия 
существования прямых и обратных поляритонов, 
а также медленных и быстрых поляритонов. Тип 
поляритона определяется знаком реактивной 
части входного импеданса для данного типа 
волны. Положительный знак (индуктивность) 
соответствует прямому ППП, а отрицательный 
(емкость) – обратному ППП. Замедление опре-
деляется отношением реактивной и активной 
частей импеданса. Наличие участка с ОВ или 
отрицательной рефракцией позволяет реали-
зовывать управление плазмоном, в частности 
осуществлять его фокусировку. При этом отри-
цательная рефракция не обязательно возникает 
при наличии ОВ. 

В случае 0kkx   потери малы, и частоту 
смены знака xk   бывает сложно определить 
численно достаточно точно. В этом случае для 
идентификации быстрой ОВ следует использо-
вать усредненную величину xS . E-поляритон 
с электрической стенкой в тонкой металличе-
ской пленке имеет компоненту вектора Герца 

xikzkA xzx expsin  внутри  пленки  и 

xikzik xzx expexp 0  в вакууме. В силу 

непрерывности  2/exp2/sin 0 tiktkA zz . 

Для медленного ППП 2
0

2
0 kkik xz  . Имеем 

* 2/Re HES yzx

0
22*

0 4/2expcosRe ZxkzkAkkk xzzx .

Знак  определяет  величина  xx kk   . Если 0xk ,
то знак отрицательный при 0 . Однако если 

0 , то поток в пленке (и в структуре) положи-
тельный при ./  xx kk  Если же 0 , то 
поляритон обратный, а поток отрицательный при 

  /xx kk . В вакууме 1 , поэтому поток в 
нем всегда положительный (в сторону движения 
фазы).
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Background and Objectives: The dispersion equations of 
surface plasmon-polaritons are derived for the general case of 
layered dissipative structures. The waves are classified as gliding 
with energy flow into structure from vacuum and leakage ones. 
The dispersion equations and conditions for the existence of slow 
and fast gliding and leaky waves, as well as forward and backward 
waves are considered. It is shown that for improper gliding and 
leakage monochromatic waves (in particular, for the Zenneck wave), 
the group velocity does not match the rate of energy transfer, 
especially in the bands of resonances, bandgaps and bands of 
strong spatial dispersion. We demonstrate the convenience of 
the impedance approach to the tasks. Results: The general 
form of the dispersion equation for polaritons in the multilayered 
structures, including thin 2D films, are obtained. The main results 
of the paper consist in the derived dispersion equations and their 
numerical solution, the conditions for the existence of forward 
and backward polaritons and slow or fast polaritons. The type 
of polariton is determined by the sign of the reactive part of the 
input impedance for this type of wave. The positive (inductive) 
one corresponds to a forward polariton and the negative (capaci-
tive) one – to a backward polariton. The slowdown is determined 
by the ratio of reactive and active parts of the input impedance. 

A slow surface plasmon occurs when the input impedance is highly 
reactive. The presence of spot with a backward wave and negative 
refraction allows us to implement control of plasmons, in particular, 
to carry out its focusing. The negative refraction does not neces-
sarily occur in the presence of a backward wave.
Keywords: negative group velocity, negative refraction, plasmon, 
backward wave, gliding wave, leakage wave, frequency dispersion, 
spatial dispersion, graphene.
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