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В данной работе рассматривается влияние задержки в канале 
связи на синхронизацию регулярных и хаотических колебаний 
как в отображениях с дискретным временем, так и в потоковых 
системах. Установлено, что в дискретных системах введение 
задержки препятствует синхронизации хаоса, но допускает син-
хронизацию периодических и квазипериодических колебаний. 
В системах с непрерывным временем в режиме хаотического 
аттрактора введение малой задержки не вносит существенных 
изменений в динамику, однако увеличение времени задержки 
ведет к обратному каскаду бифуркаций удвоения периода.
Ключевые слова: синхронизация, синхронизация хаоса, хаос, 
переход к хаосу, связь с задержкой, кубическое отображение, ге-
нератор с инерционной нелинейностью.

Influence of Time-delay in the Coupling Channel on the 
Complete Synchronization of Chaos

V.V. Astakhov, S.V. Astakhov, E.I. Nekhodtseva, 
A.V. Shabunin

In the current work the influence of delay in a coupling channel on the 
synchronization of regular and chotic oscillations in discrete maps and 
continuous time systems is studied. It is established that introduction 
of time delay in a discrete system prevents synchronization of chaos 
but allows synchronization of periodic and quasiperiodic oscillations. 
In a continuous time system with chaotic attractor the introduction of 
a small delay doesn’t make essential changes in its dynamics however 
the increasing of delay leads to the reverse period doubling cascade.

Key words: synchronization, synchronization of chaos, chaos, 
transition to chaos, delayed coupling, cubic map, oscillator with 
inertial nonlinearity.

Введение

Исследование явления синхронизации хаоса 
является актуальной проблемой, имеющей боль-
шое фундаментальное и прикладное значение. 
Для взаимодействующих хаотических систем 
выделяют следующие виды синхронизации: 
полную, фазовую, обобщенную синхронизацию, 
а также синхронизацию с задержкой. Возмож-
ность реализации грубых, устойчивых режимов 
синхронизации хаоса существенным образом за-
висит от типа и величины связи. Часто для многих 
задач естествознания является принципиальным 
учет времени задержки в каналах связи. Установ-
лено, что задержка при взаимодействии систем 
существенным образом влияет на их динамику 
[1–3]. Задержка может индуцировать подавление 
колебаний во взаимодействующих идентичных 
осцилляторах [1,2] или приводить к возникно-
вению бистабильности между синхронными и 
несинхронными состояниями [3]. Задержка в 
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цепочке локально связанных осцилляторов может 
приводить к уменьшению областей существо-
вания сложных хаотических пространственно-
временных состояний [4].

В настоящей работе мы показываем, что за-
держка в канале связи между системами с дискрет-
ным временем приводит к потере синхронизации 
хаоса. При этом увеличение времени задержки в 
канале связи между системами с непрерывным 
временем приводит к регуляризации синхронных 
режимов.

Система с дискретным временем

Рассмотрим систему двух связанных с за-
держкой кубических отображений с запаздываю-
щей связью в следующем виде:
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1
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 (1)

 f x( )= a −1( )x − ax 3, (2)

где xn  и yn  – динамические переменные первой и 
второй подсистемы, a  – управляющий параметр 
парциальной системы, ε  – коэффициент связи, 
индексы n  и k  – дискретное время и интервал 
задержки соответственно.

Каждое из отображений (1) в интервале значе-
ний a  от 2 до 3.6 представляет собой нелинейную 
бистабильную систему с дискретным временем, 
которая при увеличении параметра a  демонстри-
рует усложнение колебательных режимов и пере-
ход к хаосу через каскад бифуркаций удвоения 
периода. В закритической области наблюдается 
каскад бифуркаций слияния лент хаотического 
аттрактора и объединение двух симметричных 
хаотических множеств в один аттрактор (рис. 1). 

Рис. 1. Переход к хаосу в одиночном отображении си-
стемы (1)

Поведение системы (1) в случае k=0, когда 
взаимодействие между подсистемами происходит 
без задержки, детально исследовано и описано в 

работах [5,6]. В частности, показано, что суще-
ствуют интервалы значений коэффициента связи, 
где наблюдается явление полной синхронизации 
хаоса. Формирование синхронного хаотического 
аттрактора происходит через каскад бифуркаций 
удвоения периода симметричных орбит. При вы-
ходе из области синхронизации происходит фор-
мирование фазовой мультистабильности. Потеря 
синхронизации и формирование мультистабиль-
ности происходят в результате бифуркаций на 
базе седловых периодических орбит, встроенных 
в синхронный хаотический аттрактор.

Зафиксируем значение управляющего пара-
метра a=3.34, что соответствует хаотическому 
аттрактору в одиночном отображении. Карта ре-
жимов системы (1) представлена на рис. 2.

Рис. 2. Карта синхронных режимов системы (1) на плоско-
сти управляющих параметров (k, ε). Штрихами показаны 
области существования седловых синхронных предельных 
множеств, отрезками сплошных линий – области суще-
ствования синхронных аттракторов (C – периодическая 
орбита, T – замкнутая инвариантная кривая, A – хаотиче-

ское предельное множество)
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Рассмотрим случай минимальной задержки 
– k=1. Тогда система (1) может быть записана в 
следующем виде:
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(3)

В случае полной синхронизации ( x1 n( )=
= y1 n( )= S1 n( ) , x2 n( )= y2 n( )= S2 n( )) динамика 
системы в симметричном подпространстве объ-
единенного фазового пространства описывается 
двумерным дискретным отображением:
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Система (4) имеет три решения в виде не-

подвижных точек C0, C1 и C2 с координатами 

S1 = S2 = 0, S1 = S2 =
a − 2

a
 и S1 = S2 = −

a − 2

a
 

соответственно. Возможные бифуркации этих 
неподвижных точек представлены кривыми на 
плоскости параметров на рис. 3.р р р

Рис. 3. Аналитически полученные бифуркационные линии 
системы (3): 1 – бифуркация удвоения периода непод-
вижной точки С0, 2 – бифуркация вил неподвижной точки 
С0, 3 – бифуркация Неймарка неподвижной точки С0, 
4 – бифуркации удвоения периода неподвижных точек С1 и 
С2, 5 – бифуркация Неймарка неподвижных точек С1 и С2

Бифуркационные кривые, полученные ана-
литически, полностью соответствуют бифурка-
циям, наблюдаемым в численном эксперименте 
(рис. 4).

Таким образом, для минимального времени 
задержки (k=1) и небольших значений коэффи-
циента связи (ε <

1

3
) синхронное хаотическое 

множество формируется через каскад бифурка-
ций удвоения периода, а при больших значениях 

коэффициента связи – через разрушение квазипе-
риодических колебаний.

Рассмотрим динамику системы при больших 
задержках в канале связи (см. рис. 2). При уве-
личении величины k  до 2 поведение системы 
практически не изменяется. Отличие состоит 
только в том, что обратная последовательность 
бифуркаций удвоения периода в симметричном 
подпространстве заканчивается орбитой периода 
2 (при k=1 – орбитой периода 1). Области суще-
ствования устойчивых синхронных режимов раз-
делены областями существования неустойчивых 
синхронных режимов.

Дальнейшее увеличение времени задержки 
(k=3,4,5,6) меняет поведение системы суще-
ственным образом. Во-первых, при величине за-
держки связи k=4 устойчивых режимов синхро-
низации не наблюдается во всем исследуемом 
интервале значений коэффициента связи. Во-
вторых, при значениях k=3,5,6, помимо устой-
чивых режимов синхронизации периодических 
движений, наблюдаются устойчивые режимы 
полной синхронизации квазипериодических 
колебаний. Как показано в [7], при больших 
значениях k можно наблюдать формирование 
синхронного хаотического множества 1TA  
через каскад бифуркаций удвоения замкнутой 
инвариантной кривой.

Потоковая система

Рассмотрим генератор с инерционной не-
линейностью [8] в качестве модели хаотической 
системы с непрерывным временем. Введем связь 
между двумя идентичными генераторами, как это 
показано на рис. 5.

Полученная система описывается следующи-
ми уравнениями:

1

3
2

5

4

Рис. 4. Карта режимов системы (3), построенная по ре-
зультатам численного эксперимента: 1 – бифуркация вил 
неподвижной точки С0, 2 – бифуркация удвоения периода 
неподвижной точки С1, 3 – бифуркация Неймарка непод-

вижной точки С1

1

2
3
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где W = A −
1

LC
udt∫ , A  – константа. В безраз-

мерных переменных система может быть записана 
следующим образом:

 

( ) ( )

( )

1,2 3
1,2 1,2 1,2 1,2 1,2

2,1 1,2 2,1 1,2

1,2
1,2

1,2
1,2 1,2

,

,

,

dx
mx x z y dx

d

x x y y

dy
x

d
dz

gz g x
d

⎧
= − + − +⎪ τ⎪

⎪ ⎡ ⎤+ε − − −⎣ ⎦⎪
⎨
⎪ = −

τ⎪
⎪

= − + Φ⎪
τ⎩

 

(6)

 Φ x( )=
x 2, x ≥ 0,

0, x < 0.
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 (7)

Введем задержку в канал связи следующим 
образом:
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В отсутствие задержки при фиксированных 
параметрах g = 0.7, d = 0  при увеличении пара-

метра m  в синхронном подпространстве объеди-
ненного фазового пространства системы (8) на-
блюдается каскад бифуркаций удвоения периода. 
Синхронизация хаоса наблюдается приε > ε0 > 0 ,
где ε0  – некоторое пороговое значение. Кроме 
того, следует отметить существование области 
потери синхронизации периодических колебаний 
на плоскости параметров ε,m( ) (рис. 6).

Рис. 6. Карта синхронных режимов системы (6). 
Кривая l1 разделяет области синхронизации (справа) 

и трансверсальной неустойчивости (слева)

Рассмотрим поведение системы (8) при 
фиксированном значении параметра m=1.1 и 
варьируемых величинах коэффициента связи ε 
и задержки τd. Карта режимов, построенная по 
результатам численного эксперимента, представ-
лена на рис. 7.

Для τd = 0 и ε = 0 одиночный осциллятор де-
монстрирует хаотический аттрактор, соответству-
ющий синхронному хаотическому множеству 1A в 
объединенном фазовом пространстве системы (8). 
Это синхронное хаотическое множество неустой-
чиво при ε < 0.05 и превращается в хаотический 
аттрактор при ε > 0.05. Введение малой задержки 
не вызывает качественных изменений в динамике 
системы. Однако увеличение времени задержки 
при фиксированной величине коэффициента связи 
вызывает обратный каскад бифуркаций слияния 

Рис. 5. Система из двух связанных хаотических генераторов
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лент и обратный каскад бифуркаций удвоения 
периода, заканчивающийся циклом периода 1. 
Кривая l2 на рис. 7 ограничивает область полной 
синхронизации. Вне этой области эти режимы все 
еще существуют, но уже неустойчивы.

Заключение

Представленные в данной работе результаты 
свидетельствуют о том, что введение задержки в 
канале связи дискретной хаотической системы 
приводит к потере полной синхронизации хаоса 
[7]. Однако для систем с непрерывным временем 
существует интервал значений τ d , при которых 
синхронное хаотическое множество остается 
устойчивым. Более того, существует типичный 
сценарий, по которому синхронизация хаоса 
сменяется синхронизацией периодических ко-

лебаний через обратный каскад бифуркаций 
удвоения периода (см. рис. 7). При превышении 
величины τ d  определенного порогового значения 
происходит потеря синхронизации периодических 
колебаний.
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Рис. 7. Карта синхронных режимов системы (8). 
Кривая l2 разделяет область синхронизации (слева) и 
область трансверсальной неустойчивости (справа)
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The Sine–Gordon Brizer Stochastic Dissoziation in an 
External Fields

A.G. Lavkin, M.B. Mysenko, I.N. Antonov

It is investigated, the Sine–Gordon brizer stochastic dissoziation in 
the external fields by the maximal Lyapunov parameters method in 
adiabatic approach. Dependence between the Sine-Gordon brizer 
dissoziation speed and the maximal Lyapunov parameters values is 
established.


