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Рассмотрены плазмон-поляритоны вдоль поверхности гиперболического метаматериала 
и вдоль слоя из него, распространяющиеся в плоскости оси анизотропии (ось в плоскости 
поляризации составляет произвольный угол с направлением распространения). Исполь-
зован строгий подход на основе уравнений Максвелла. Параметры гиперболического 
метаматериала в виде тензора эффективной диэлектрической проницаемости опре-
делены путем гомогенизации. Диэлектрическая проницаемость металлических слоев 
определена по модели Друде–Лоренца. Изменение оси производится с использованием 
матрицы поворота системы координат, при этом соответствующим образом преобразу-
ется тензор эффективной диэлектрической проницаемости. Рассмотрена возможность 
использования графеновых слоев с проводимостью листа графена на основе модели 
Кубо. Найдены условия существования быстрых, медленных, втекающих, вытекающих, 
прямых и обратных плазмон-поляритонов. Обратным плазмонам соответствует волна, в 
которой фазовая скорость противоположна скорости переноса энергии. Классификация 
волн произведена как на основе вычисления вектора Пойнтинга, так и путем решения 
дисперсионного уравнения и определения знаков действительной и мнимой частей по-
стоянной распространения. Получены формулы Френеля для дифракции плоской волны 
произвольной поляризации на такой структуре. Применены методы аналитического и 
численного решения дисперсионных уравнений. Получены частные аналитические ре-
шения дисперсионных уравнений. Найден новый тип обратных плазмон-поляритонов, 
распространяющийся вдоль плоской границы массивного образца гиперболического 
метаматериала с вакуумом, не существующий для сплошного металлического образ-
ца. Рассмотрена возможность управления дисперсией путем приложения внешнего 
магнитного поля, а также возможность усиления плазмон-поляритонов в волноводах из 
метаматериала с оптически накачанными листами графена, а также при дифракции на 
плоскослоистых структурах.
Ключевые слова: гиперболический метаматериал, гомогенизация, плазмон-поляри-
тоны, дисперсионное уравнение, уравнение Френеля, формулы Френеля.
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Введение

В последнее время возрос интерес к метаматериалам или искус-
ственным средам (ИС) с гиперболическим законом дисперсии [1‒22], 
получившим название гиперболических метаматериалов (ГММ), 
включая ГММ в области, где одна из компонент тензора эффектив-
ной диэлектрической проницаемости (ДП) близка к нулю, или так 
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называемых ENZ (epsilon-near-zero) ИС [23]. ГММ 
есть ИС, обычно одноосный электромагнитный 
или фотонный кристалл (ФК), в которой гомоге-
низация дает различные по знаку реальные части 
двух главных диагональных компонент тензора 
эффективной ДП. Обычно он изготавливается из 
периодически внедренных в диэлектрическую 
основу тонких проводящих металлических, полу-
проводниковых или графеновых слоев (рис. 1). В 
таком одноосном электромагнитном кристалле 
ось направлена перпендикулярно слоям, и две 
поперечные к оси компоненты ДП    i  
могут обладать свойством 0 , тогда как 
для продольной компоненты выполнено 0||   
(ГММ второго типа). ГММ первого типа обычно 
изготавливают из проводящих наноцилиндров, 
периодически внедренных в диэлектрическою ос-
нову [1‒6]. Для них возможно условие 0||  zz ,
где ось ГММ направлена по оси цилиндров. Мы 
будем рассматривать ГММ второго типа в виде 
плоскослоистой периодической ИС, но пока-
жем, что при некоторых условиях он ведет себя 
как ГММ первого типа. Пусть среда состоит из 
тонких металлических слоев наноразмерной тол-
щины mt , периодически внедренных с периодом 

dmp ttt   в недиссипативный диэлектрик с 
ДП 1d . Здесь dt  ‒ расстояние между слоя-
ми металла или толщина слоя диэлектрика (см. 
рис. 1). ДП металла возьмем в форме Друде–Ло-
ренца cpLm i22 /  или   im ,
в которой обозначена плазменная частота и ча-
стота столкновений. Реально ДП тонких слоев 
зависит от их толщины и определяется кванто-
выми эффектами. Мы будем использовать при-
ближенные параметры для массивного серебря-
ного образца 16106.1p  Гц, 13105.4c  Гц,

9L . Направим ось z перпендикулярно сло-
ям. Величина 222 /pL  будет от-

рицательной для частот 22 / Lp  или 

длин волн λ примерно больше 350 нм, при этом 
232 /p  величина малая. Рассмо-

трим условия слабой диссипации. Очевидно, это 

1/1/ 22
LpLp .  Это 

условие существования медленных ПП на границе 
металл–вакуум. В этом случае 1 , 1/ .
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Рис. 1. Слой ГММ толщины d из проводящих листов ме-
талла или графена, периодически внедренных в диэлек-
трик сверху, и такие же слои, полученные разрезами ГММ 
под углом  α = /4 и α = /2 к кристаллографической оси
Fig. 1. HMM layer with thickness d of conductive metal 
or graphene sheets periodically embedded in the dielectric 
from above, and the same layers obtained by HMM sections 
at an angle α = /4 and α = /2 to the crystallographic axis

1. Метод исследования

Для рассматриваемой ИС в приближении 
отсутствия пространственной дисперсии (ПД) го-
могенизация дается простыми формулами [13‒16]

pddmmyyxx ttt / , 

111
|| // dpdmpmzz tttt .

Формулы с учетом ПД можно посмотреть в [16] 
и в ряде других работ. Далее считаем d  порядка 
2‒5. Найдем условие, когда 0 . Обозначив 
коэффициент заполнения металлом pm ttK / , 
получаем:

2
2

1/1 c
dL

p

K .

Если пренебречь диссипацией и взять 5.0K , 
будем иметь 12/p , т.е. это длины волн 
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более 400 нм. Для выполнения гомогенизации 
в оптическом диапазоне вполне достаточно ис-
пользовать структуры с периодом t < 40 нм, т.е. 
с толщинами слоев порядка 20 нм и менее. Для 
простоты положим K = 0.5 и получим параметры 
эффективной ДП при слабой диссипации. Рассмо-
трим несколько случаев. Пусть сначала d  .
В этой области εxx= 2/ i , εzz=    /12 dd i ,
т.е. поперечная компонента мала и мнимая, а про-
дольная компонента сильно диссипативная. Пусть 
теперь d . Тогда

2/idxx ,

d
d

d
zz /2 2 ,

1/2
d

d

d
zz .

Е с л и  0  d  и  md ,  т о 
  02/dxx , и имеем

d
d

d
zz /2 2  ,

d
d

d
zz /12 .

В этом случае при условии    d/2  по-

лучаем 0xx   и   0zz , т.е. ИС становится ГММ 

первого рода. Пусть, наконец, 0 . В этой обла-

сти при конечной диссипации idzz /2 ,
2/idxx , т.е. продольная компонента 

мала и сильно диссипативная. Это так называемая 
область ENZ [23]. Нам далее будет интересен 

случай xxzz . Это уравнение легко реша-

ется. Если d , , условие  xxzz  выпол-

нено с точностью до малого члена  22 2/   ,

е с ли     83d  или   223 d .

В этом случае имеем
 

22 2/xxzz ,

086.0832/1zz . 

Если 0  d , то условие xxzz  

приводит  к  решению     83d .  В 
этом  случае  опять  22 2/xxzz ,  и 

32.52/8383zz , т.е. дисси-

пация здесь выше. Очевидно, при сдвиге частоты 

условие xxzz  может быть выполнено точно, 

при этом несколько изменится диссипация.
В бесконечной среде из ГММ мы рассматри-

ваем электромагнитную волну вида 

    zkxktitzx xx  exp,, 0EE , 

    zkxktitzx xx  exp,, 0HH . 

Такая среда описывается гомогенизированным 
тензором эффективной диэлектрической про-
ницаемости

zz

yy

xx

00
00
00

ˆ ,                   (1)

в котором для ГММ из периодических плоскос-
лоистых структур с проводящими пленками, 
нормаль к которым ориентирована по оси z, имеем 

iyyxx , причем величина   может 
быть отрицательной. Рассмотрим матрицу пово-
рота структуры вокруг оси y на угол  :

cos0sin
010

sin0cos
T̂ .          (2)

Действуя на вектор E, она дает:

    sincos zxx EEE  , yy EE  ,

    cossin zxz EEE  , 

т.е. имеет место поворот против часовой 

стрелки. При этом матрица (1) примет вид 

TTTT ˆˆˆˆˆˆ~ 1  или

xxzzxxzz

xx

xxzzzzxx

22

22

sincos0cossin
00

cossin0sincos
~  (3). 
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Запишем однородные уравнения Максвелла в 
такой ИС: EH ~

0i , , HE 0i . 
Расписывая их по компонентам, имеем:

zxzxxxyzyzzy EEiHHH ~~
0 ,

yxxzxxz EiHH ~
0 ,

zzzxxzyxxyyx EEiHHH ~~
0 ,

xyzyzzy HiEEE 0 ,

yzxxz HiEE 0 ,

zyxxyyx HiEEE 0 .
В этих уравнениях мы учли, что поля не зависят 
от y. Эти уравнения разбиваются на две системы 
уравнений: 0yE , 0yH  и 0yH , 0yE . 
Первая имеет вид:

yxxxzzx EkHkHkZ ~
00 ,

xyz HkZEk 00 ,

zyx HkZEk 00 ,

0 zxy EEH .

Вторая, в которой 0 zxy HHE , записыва-
ется как

zxzxxxyz EEkHkZ ~~
00 ,

zzzxxzyx EEkHkZ ~~
00 ,

yzxxz HkZEkEk 00 .

Здесь 0000 /  cZ . Первый тип урав-
нений дает H-волну относительно оси z, а 
второй – E-волну. Рассмотрим сначала по-
следнюю. Равенство нулю ее определителя 
дает дисперсионное уравнение (ДУ) Френеля 

22
0

22 ~~~~2~~
xzzzxxzxxzzzzxxx kkkkk . Из двух 

уравнений

00 /~~ kkHZEE zyzxzxxx , ,

00 /~~ kkHZEE xyzzzxxz

следуют соотношения

2
0

0
~~~

~~

xzzzxx

xxzzzzy
x

kk
k
HZ

E ,

2
0

0
~~~

~~

xzzzxx

xxxzxzy
z

kk
k
HZ

E .               (4)

Подставляя их в третье, имеем это ДУ, которое 
запишем в форме

zzxx
zx

zzxx

xz

xx

z

zz

x kkkkk
~~~~

~2
~~

2
0

22

.       (5)

Здесь обозначено 2~~~
xzzzxx . Из этого урав-

нения Френеля для необыкновенной волны опре-
деляем два значения

xxzxxxxxzzx kkkk ~/~~/~ 22
0 .     (6)

Два значения соответствуют противополож-
ным волнам вдоль x . В симметричном ГММ 

  xx kk . Второе уравнение в (4) позволяет найти 
импеданс:

~~
/

0

0 kk
k
ZHEZ xxxzxz

yz

//~ 2
0

2
0 kkZ zxx .                (7)

Его знак зависит от направления: 0ZZ  , 

//~ 2
0

2 kkzxx . Приравнивая 0Z  импе-

дансу E-волны в вакууме 2
0

2
000 /1 kkZZ z ,

распространяющейся вдоль оси x, получаем 
дисперсионное уравнение (ДУ) для E-плазмон-
поляритона (ЕПП) вдоль поверхности

2
0

2 /1 kkz .                    (8)
Оно  определяет  две  взаимно-противопо-
ложные волны вдоль каждого из направле-
ний  z :  1/~

0 xxz kk .  В  слу -
чае  симметрии  0~

xz  имеем  решение 

1~~/1~~
0 zzxxzzxxz kk . Этот ПП очень 

медленный, если 1~~
zzxx  (рис. 2). В случае 

zzxx
~~  это ДУ поляритона Ценнека [24‒29]. В 

слоистой структуре это равенство не возможно. 
Такой слой должен быть однородным, либо ди-
электрическим, либо металлическим. В послед-
нем случае максимальное замедление будет при 

1 , т.е. на частоте плазмонного резонанса. 
В случае волны в пластине решение имеет 

вид

xikAxikAzikH xxzy expexpexp ,

(9)
а компоненты электрического поля определяются 
по формулам (4). Нам потребуется компонента

xikAxikA
kc

zikE xx
z

z expexpexp

00 (10)
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В вакууме нам также потребуются решения вол-
нового уравнения в таком виде:

dxikzikBH xzy 0expexp ,
dxikzikkkBZE xzxz 0000 expexp/ ,

xikzikCH xzy 0expexp ,
xikzikkkCZE xzxz 0000 expexp/ .

(11)

Они записаны для областей dx   и 0x . Для 
них 2

0
22

0 kkk zx  , причем направление движения 
энергии быстрой волны ( 2

0
2Re kkz ) принято от 

пластины в вакуум (вытекание). Для симметрич-
ной структуры   xx kk . Поля на обеих сторонах 
имеют идентичные зависимости и могут иметь 
либо экспоненциальное убывание в сторону ваку-
ума (поверхностная втекающая волна), либо экс-
поненциальное нарастание (антиповерхностная 
вытекающая волна). Поэтому достаточно ввести 
одну константу в (11) и сшить поля на одной 
поверхности [24]. Втекание означает движение 
энергии из вакуума с обеих сторон и поглощение 
в пластине. При слабом втекании поверхностная 
волна может быть слабо диссипативной. Выте-

Рис. 2. Зависимость коэффициентов отражения R (сплош-
ные кривые) и прохождения T (штриховые кривые) от 
угла падения  для структуры ГММ с d = 420 нм, tm =
= td = 20 нм, εd = 3 при различных значениях угла α: α = 0 
(кривая 1), α = /12 (2), α = /8 (3), α = /4 (4), α = /3 (5)
Fig. 2. Dependence of the refl ectance R (solid curves) and 
transmission T (dashed curves) coeffi cients on the angle 
of incidence  for the HMM structure with d = 420 nm, 
tm = td = 20 nm, εd = 3 at different values of angle α: α = 0 
(curve 1), α = /12 (2), α = /8 (3), α = /4 (4), α = /3 (5)
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кание означает излучение запасенной энергии из 
пластины в вакуум. Сильное вытекание даже при 
слабой диссипации сопровождается большими 
радиационными потерями. Знаки в (11) выбраны 
согласно условиям излучения, т.е. вытекания. 
Вытекание может смениться втеканием при по-
вышении частоты. Втекающие с одной стороны 
и вытекающие с другой стороны (или в другую 
сторону) моды для рассматриваемой структуры не 
возможны. Для симметричного случая доказатель-
ство простое. Ее ДУ получается приравниванием 
входного импеданса с одной стороны импедансу 
волны в вакууме [24‒29], т.е. наложением ус-
ловия R = 0. Трансформируя импеданс волны в 
вакууме и приравнивая его такому же импедансу, 
получаем   0tan dkx . Это не ДУ, а условие со-
гласования, при котором коэффициент отражения  
R равен нулю. Для прозрачного слоя это условие 
баночного согласования в линии передачи при 
полуволновой толщине диэлектрика слоя (бан-
ки). Трансформация означает однонаправленную 
передачу энергии. ДУ получается, если изменить 
знак у одного из импедансов. Для несимметрич-
ного случая разные условия втекания-вытекания 
приводят к изменению знака импеданса и xk0  в 
одном из уравнений (11). Такая система уравнений 
не имеет решения.

Определяя 22
00 zx kkk  , следует учесть, 

что знак надо выбирать так, чтобы медленная вол-
на в диссипативную структуру ГММ из вакуума 
была втекающая ( 00 xk ), т.е. энергия из вакуума 
должна втекать в пластину [24‒29]. В этом смысле, 
взяв xxx kikk 000  , следует потребовать выпол-
нение 00 xk  и 00 xk  для втекающей волны 
и 00 xk , 00 xk  для вытекающей. Видим, что 
втекающая волна поверхностная (убывающая от 
поверхностей в сторону вакуума), а вытекающая 
волна антиповерхностная (экспоненциально 
нарастающая). Берем zzz kikk  . При слабой 
диссипации в медленной волне 2

0
2 kkz   имеем

2
0

2
2
0

22
0

2

2
0

222
0

2
0

12

2

kk
kkikkikkikki

kkikkkikkik

z

zz
zzzz

zzzzzx

,

поэтому 2
0

2
0 kkk zx  , 2

0
2

0 / kkkkk zzzx  ,
т.е. взят знак минус, и волна действитель-
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но втекающая. Сверху волна падает из ва-
куума  под  углом  вытекания  (см .  рис .  1)

   22
00 /1arctan/arctan zzx kkkk  , а сни- 

з у – под углом  . В случае 2
0

2 kkz   волна 

быстрая. Для нее 222
00 2 zzzzx kkikkkk 

  22
0

22
0 /1 zzzz kkkkikk  . В этом случае

сле дует взять знак «плюс», 22
00 zx kkk  ,

22
00 / zzzx kkkkk  , и волна вытекает (см. 

рис. 1) под углом вытекания  /arctan  zx kk

 1/arctan 22
0  zkk . Следует отметить, что 

направление волны вдоль z мы определяем по 
направлению движения энергии, т.е. за положи-
тельное берем такое, когда 0zk  и имеет место 
зависимость  zkzexp . Следовательно, затухание 
в сторону движения энергии. Если при этом 0zk ,
то такая волна прямая. Если же 0zk , то волна 
обратная. В ней фаза и энергия движутся противо-
положно. Видим, что в обратной волне со слабой 
диссипацией втекание заменяется вытеканием и 
наоборот. Однако при сильной диссипации извле-
чение корня может не приводить к такому эффекту, 
т.е. возможны все режимы. Сшивая касательные 
компоненты, получаем:

dikAdikAB xx expexp ,
AAC ,

dikAdikAB xx expexp0 ,
AAC /0 .

(12)

Имеем   /1 0CA  . Делим третье уравнение 
на первое и получаем ДУ в форме

dikdik
dikdik

xx

xx

expexp
expexp

00

00
0 . (13)

В случае симметрии оно принимает вид

dki
dki

x

x

tan
tan

0

0
0 ,

или    dki xtan2 2
0

2
0   . Имеем решение 

   1
0 2/tan  dki x . Верхний знак соответствует 

электрической стенке в центре, а нижний – маг-
нитной. В общем случае

2
0

2
02 ,

dikdik
dikdik

xx

xx

expexp
expexp .

Имеем два ДУ:  12
0   . Обозначим 

12   . Тогда для квадрата замедления 

найдем  22222 ~~~/~~~~
zxzzxxxxxzzzxxn . 

Большое замедление возможно, если мал знаме-
натель или велик числитель.

Рассмотрим ДУ для H-ПП. Подставляя ком-
поненты магнитного поля в первое уравнение, 
имеем ДУ xxzx kkk ~2

0
22 . Это уравнение Френеля 

обыкновенной волны. Для нее импеданс вдоль оси 

x имеет вид 22
000

~// zxxzy kkkZHEZ . Он 

не может быть согласован с соответствующим 
импедансом в вакууме, поэтому H-ПП вдоль 
плоскости с бесконечным образцом ГММ не су-
ществует. Однако он имеет место, если имеется 
конечный слой ГММ. В этом случае, так же как 
и для одиночного металлического слоя [25‒29], 
имеем два решения:

1
22

0
22

0
22

0 2/~tan zxxzzxx kkdikkkk   (14)

Решение со знаком «плюс» соответствует элек-
трической стенке, а со знаком «минус» – магнит-
ной стенке в центре слоя. Эти уравнения такие 
же, как и для металлического слоя с заменой

mxx  [25, 26]. Поскольку возможны медлен-
ные ПП с 2

0
2 kkz  , ДУ (14) удобно преобразовать 

к виду
1

2
0

22
0

22
0

2 2/~tanh~
xxzzxxz kkdkkkk   (15)

Обозначим гиперболический тангенс как T, 
возведем уравнение (15) в квадрат и будем счи-
тать, что плазмон достаточно медленный. Тогда 

222
0

2 1/~1 TTkk xxz . Если диссипацией 

можно пренебречь, 222
0

2 1/~1 TTkk xxz . 
В этом случае для медленного ПП величи-
на T должна быть меньше единицы и близ-
ка  к  ней .  Видим ,  что  возможно  решение 

22
0 1/~1 TTkk xxz  с медленным ПП, а 

плазмон 
zk  очень медленным и слабо диссипа-

тивным быть не может.

2. Исследование частных случаев

Рассмотрим частные случаи. Они возника-
ют при разных углах оптической оси с осью z 
или между нормалью к поверхности и плоско-
стями слоев.

.

.

М. В. Давидович. Плазмон-поляритоны вдоль поверхности асимметричного ГММ
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Угол  0 .  Для  него  0~
xz  и  xk  

xxzzzx kkk /22
0 . ДУ для слоя можно 

записать в виде

zzxxx

xzz
xxz dk

dkkk
2/tan

2/tan/ 2

2
2
0

2 .

Пусть 0 . Тогда 2/idxx , а продольная 

компонента dddzz iii /2/2  
мала и сильно диссипативная. Обыкновенная 
волна в таком ГММ ведет себя как в диэлектрике. 
Для необыкновенной волны при этих условиях из 
(8) следует приближенное решение для ПП вдоль 
поверхности полубесконечного образца

2//110 dddz ikk .     (16)

Это медленный ПП вдоль поверхности бесконечно 
толстого образца. Для него из уравнения Френеля 
следует   2//1 0 dx kik   , т.е. он затухает 
в глубь образца. Имеем также 

2//14//11 222
0

2
00 dddddx ikkk

10 dik ,
т.е. ПП затухает и в сторону вакуума. Рассмотрим 
теперь область d  . Для нее 2/ixx , 

/12 ddzz i . Из ДУ (8) следует

22

2

20 14
111

1 dd

ddd

d

d
z ikk .

Это обратный быстрый слабо диссипативный ПП. 
ДУ (13) удобно анализировать в случае малой 
толщины слоя. В этом случае заменяем тангенс 
его аргументом

2
0

2 /1 kkzzzxx

12
0

2
0

22
0

2 2///1/ dkkkkk xxzzzxxz . (17)

Считаем квадратную скобку малой. Также считаем 
10dk . В случае верхнего знака ПП быстрый. 

Его дисперсия определяется из квадратного урав-
нения. Заменяя в правой части 2

0
2 / kkz  единицей, 

приближенно в области малых частот получаем 
2

0
22

0
2 2/11/ xxxxz dkkk . Здесь предполо-

жено, что величина xx  не мала. В случае нижне-
го знака (магнитной стенки) ПП более медленный, 

и на низких частотах xxz kk 0 . Обозначим 

1tanh2/tan 0
2 kkddkiT xxzzzx . 

Если 0zz , то в области больших замедлений 
тангенс гиперболический близок к единице, т.е. 
  – малая величина. Поэтому

2
2
0

2

1
12

1
1/

zzxx

xxzzxx

zzxx

zz
xxz kk .

Условие медленности здесь то же, что и для полу-
плоскости: это плазмонный резонанс 1zzxx .
Около него 11zzxx , поскольку гипер-
болический тангенс стремится к единице экспо-
ненциально быстро.

Угол 2/  . Этот случай соответствует 
нижнему рис. 1, т.е. структура превращается в 
плоскослоистый волновод. Возможен его стро-
гий анализ без гомогенизации [16]. В области 

0xx  возможны ПП, аналогичные ПП вдоль 
металлического слоя. Этот случай интересен в 
плане сравнения строгого решения для дисперсии 
с полученным на основе гомогенизации и будет 
рассмотрен ниже.

Угол 4/  . В этом случае матрица (3) 
принимает вид

xxzzxxzz

xx

xxzzzzxx

0
00

0

2
1~ .  (18)

Он упрощается, если 0xxzz , поскольку 

тогда   izzxx 3.0~~ , 4/~ izzxz . 

Другой режим 0xxzz  приводит к значе-

ниям izzxx 91.2~~ , 41.2~ ixxxz . 
В этом случае тензор ДП (18) более диссипатив-
ный. В отсутствие диссипации ДУ (5) приобретает 
вид 2/~2

0 xzzx kkk  и определяет асимптоты 
гиперболического закона дисперсии. В таком 
приближении компоненты волнового вектора не 
ограничены. ДУ для ПП вдоль границы беско-
нечно толстого образца ГММ теперь примет вид

zzxx

zzxxzzxx
z kk

12
2/ 2

0
2 .           (19)

В указанной выше области этот ПП быстрый:

2231
223/

2

2
2
0

2

d

d
z kk .

Из уравнения Френеля (6) имеем

zxxx kkk 2/~2
0 ,  22

0 4/~12 zxxzx kkkk .
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Рассмотрим ДУ (13) и ПП, распространяю-
щийся вдоль слоя. В рассмотренной области 

    dkdk zz
222 sin/cos1 , поэтому ПП мед-

ленным быть не может. Быстрые волны при не-
нулевом угле связаны с ПП, идущими вдоль слоев 
металла под углом к оси. Поскольку dmzzxx ,
ПП при данном угле может быть медленным, если 

dm  /1 , т.е. выше частоты Lp  / . Это уже 
высокочастотный оптический поляритон. Реше-
ние вопроса о прямой или обратной волне полу-
чается вычислением zzz kikk   и определением 
знака отношения zz kk  /  [24‒29]. Величина zk  
определяет движение фазы, а zk   ‒ затухание или 
движение энергии в сторону затухания. Поэтому 

0/  zz kk  означает прямую волну, а 0/  zz kk  ‒ 
обратную. Другой способ определения – вы-
числение компоненты вектора Пойнтинга для 
необыкновенной волны

2
0

2

0*
~~~

~~
Re

2
2/Re

xzzzxx

xxzzzzy
yxz

kk
k
HZ

HES   (20)

и аналогичной компоненты для обыкновенной 
волны

0

21
0

* 2/2/Re kkEZHES zyxyz .    (21)

Заметим, что здесь 

zkxHzxH zyy 2exp0,,
22

,

zkxEzxE zyy 2exp0,,
22

. 

Сразу видим, что для обыкновенной волны и 
H-ПП направление потока мощности дает вели-
чина zk . В вакууме обыкновенной волне соот-
ветствует s-поляризация и та же компонента (21) 
вектора Пойнтинга. Для p-поляризации в ваку -
уме 0

2

0
* 2/2/Re kkHZHES zyyxz , поэтому 

определение направления движения энергии для 
E-ПП требует решения ДУ и вычисления интегра-
ла от zS  по бесконечному поперечному сечению, 
что является более сложной процедурой. Кроме 
того, формула (20) записана для бесконечного 
образца, и тогда в нее можно подставлять любое 
из двух значений 

xk  из (6). Для конечного об-
разца следует учесть две волны в поперечном 
направлении и определить их амплитуды (см. 
далее), что еще более усложняет задачу. Поэтому 

будем пользоваться методом на основе опреде-
ления знака zz kk  / . Его неудобство проявляется 
лишь в области перехода от быстрой волны к 
медленной, где 0kkz  , 0zk . Для простых 
волноведущих структур типа металлической 
полоски эквивалентность обоих подходов до-
казана. Для решения вопроса о втекании или вы-
текании следует вычислять компоненту вектора 
Пойнтинга xS  в вакууме при полученном из 
ДУ значения zk . Это более простая процедура. 
Для верхнего полупространства с E-ПП имеем 

0

2

0
* 2/2/Re kkHZHES xyyzx ,  т.е .  при 

0xk  волна вытекает, а при 0xk  – втекает. 
Соотношения (11) записаны так, что имеет место 
одновременное втекание или вытекание в обоих 
полупространствах. Условия втекания и вытека-
ния изменяются с изменением частоты. Можно 
рассмотреть случай, когда слой окружен полупро-
странствами из разных материалов и эти условия 
противоположны в обоих полупространствах. В 
этом случае имеющаяся симметрия исчезает, и 
возможно втекание энергии их одного полупро-
странства в слой и ее вытекание из слоя в другое 
полупространство. В случае слоя в вакууме это 
возможно, только если приложить внешнее по-
стоянное магнитное поле, что будет рассмотрено 
далее. Для такого решения следует поменять знак 
у xk0  либо в первых двух, либо в последних двух 
уравнениях из системы (11). Соответствующее 
ДУ будет содержать уже четыре различных корня. 

Пусть 2/  . Опять считаем диссипацию 
малой, а K = 0.5. Заметим, что при другом коэф-
фициенте заполнения соотношения усложняются. 
Если же использовать гомогенизацию с учетом 
ПД, то все компоненты тензоров становятся слож-
ными функциями xk  и zk , поэтому аналитическое 
исследование становится крайне затруднитель-
ным. Теперь компоненты меняются местами, а 
тензор приобретает вид 

xx

xx

zz

00
00
00

~ .                 (22)

В нем 2/dmzz , dmdmxx /2 . 
Данный случай отличается от случая 0  про-

М. В. Давидович. Плазмон-поляритоны вдоль поверхности асимметричного ГММ
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сто заменой компонент. Для него можно постро-
ить строгую модель без гомогенизации. Именно: 
вводим матрицу передачи диэлектрического слоя

22
0

22
0

22
0

22
0

cos/sin
sincosˆ

zdddzdd

zdddzdd
d

kktkkti
kktikkt

a

и аналогичную матрицу металлического слоя 

mâ  подстановкой  md  ,  md   .  Здесь 

dzzdd kkkk //1// 2
0

22
0

2  ‒ нормирован-
ный к импедансу вакуума импеданс E-волны в 
диэлектрике. Будем рассматривать симметричные 
структуры, начинающиеся со слоя металла и за-
канчивающиеся им, или начинающиеся со слоя 
диэлектрика и заканчивающиеся им. В первом 
случае число металлических слоев на единицу 
больше, а во втором случае – число диэлектриче-
ских слоев на единицу больше. В первом случае 
матрица структуры имеет вид   m

n
dm aaaa ˆˆˆˆ  , а во 

втором случае  ndmd aaaa ˆˆˆˆ  , где n ‒ число полных 
периодов. Если для такой структуры решать за-
дачу Френеля, имeют место соотношения

TaTaR 1211 ˆˆ1 ,                 (23)

022210 /ˆˆ/1 TaTaR ,        (24)
которые приводят к решению

 21122211 ˆˆˆˆ/2 aaaaT ,

1/1 inin ZZR , 

22211211 ˆˆ/ˆˆ aaaaZin . 
Очевидно, результат зависит от симметрии струк-
туры, т.е. от того, оканчивается она металличе-
ским или диэлектрическим слоем. Величина Zin 
по смыслу есть входной импеданс структуры, 
когда на выходе волна излучается в вакуум. Для 
получения ДУ ПП следует учесть, что направле-
ние передачи энергии в (23), (24) взято слева – на-
право (в нашем случае снизу – вверх, т.е. волна 
падает вдоль оси x). В симметричной структуре 
возможны либо втекающие, либо вытекающие 
волны. Они получаются путем согласования 
импедансов, т.е. отсутствия отражения R = 0. 
Поэтому в соотношении (24) либо слева, либо 
справа следует изменить знак у 0 . Это приво-
дит к ДУ 0ˆˆˆˆ 22211211 aaaa . В случае одного 
диэлектрического слоя оно имеет вид

02/tan/11 22
0 zdddd kkti .

Оно может быть разделено на два с учетом сим-
метрии, используя формулу тангенса половинного 
аргумента и решая квадратное уравнение. Они 
имеют известный вид [24]. Это же уравнение 
получаем путем трансформации импеданса 

2
0

2
0 /1 kkz   слоем и приравниванием его 

импедансу 0 . В случае большого числа периодов 
структура приобретает свойства ФК. Для него 
уравнение Флоке–Блоха имеет вид

2/,cos 22110 aaXtkkk xx .      (25)

Здесь взяты элементы матрицы одного периода, 
т.е. либо md aaa  , либо dmaaa  . В резуль-
тате находим   nXkx 2arccos  . Будем 
использовать n = 0. Заметим, что уравнение 
Френеля дает zzxxzxxx kkk /22

0 . Взяв 
матрицу периода md aaa ˆˆ  и учитывая малость 
периода по сравнению с длиной волны, имеем 

2///1 22
0

22
0 dmmdzmzdmd kkkkttX .

Полагая  K  = 0.5, получаем  X  = 1−u ,  где 

8///// 2
0

22
0

22
0 dmmdzmzd kkkktku .

В силу малости 2
0tk  и u окончательно полу-

чаем xx kk  , где 2/0 ukkx  . Рассмотрим 
очень медленный ПП. Для него dd  /1 , 

mm  /1 , 8//// 2
0

22
0 dmmdz kktku ,

4///0 dmmdzx ktkk . Здесь мы учли, 
что ДП металла приблизительно отрицательная. 
Формулы справедливы, если 1zkt . Указанная 
гомогенизация более точно учитывает структуру. 
Теперь можно построить решение и найти дис-
персионное уравнение. Внутри структуры его 
ищем также в форме (9), но c учетом соотношения 

xx kk  . Это позволяет записать

zik
xk
xk

AH z
x

x
y exp

sin
cos

,

выразить остальные компоненты через yH  и 
построить четное по  xH y  решение (с электри-
ческой стенкой в плоскости 0x ) и нечетное по

 xH y  решение (с магнитной стенкой). Оно имеет 
форму (14) и может быть представлено в виде

122
0 2/tan dkikkk x

xx

x
z ,        (26)

где 2/0 ukkx  . Если вместо уравнения Фло-
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ке–Блоха использовать уравнение Френеля, то 

zzxxzxxx kkk /22
0 , и тогда

kz iT
T

k
T

Tk
d

d

zzxx

xx

/1

~/21
/1

/1
2

2

02

2

0 .

Этот ПП может быть медленным в области 
d  , но при этом он диссипативный. Ана-

логичное уравнение для случая 0  имеет вид

122
0 2/tan dkikkk x

zz

x
z .         (27)

В нем xxzzzzzx kkk /22
0 . В этих двух случа-

ях имеет место симметрия по x. Для (27)

zk
md

dmd

zzxx

zz

T
T

k
T

Tk
/1

2/~1
/1

/1
2

2

02

2

0 .

Этоn ПП медленным будет в области 0  со 
значением в этой области 2/0 dz kk  .

3. Формулы Френеля

Структура из ГММ эквивалентна набору 
плоскопараллельных волноводов или решеток, 
повернутых под углом и способна эффективно 
управлять дифракцией плоской волны, особенно 
если использовать оптически накачиваемые по-
лупроводниковые слои или графеновые листы. 
Тензорная проводимость графена от ТГц до УФ 
диапазонов получена в ряде работ [30‒33]. В 
первом приближении в модели Кубо–Гринвуда 
ее можно считать скалярной [30]. На низких ча-
стотах она индуктивная, но с учетом межзонных 
переходов может иметь емкостную область и даже 
стать отрицательной при внешней накачке [33]. 
Возможна гомогенизация как с учетом тензорно-
го характера проводимости yyxx , yxxy ,
так и для скалярной проводимости [12‒14, 34, 
35]. Однако следует учесть, что при тензорной 
проводимости графена разделение на E-волны 
и H-волны не происходит, поэтому следует 
сшивать все четыре касательные к границам 
компоненты полей или использовать матрицы 
передачи 4×4. Это усложняет ДУ и формулы Фре-
неля. Металлические ленты при малой толщине 

mt  можно рассматривать как поверхностные 
токи EEJ mm ti 10 . P-поляризация 
воз буждает только токи xJ  и zJ  или E-волну, 

s-поляризация – ток yJ  или H-волну. Тензорная 
проводимость связывает все три компоненты тока 
с полем. При нормальном падании на платину с 
α = 0 волна с поляризацией электрического век-
тора нормально к слоям, проходит со значительно 
меньшими потерями, чем волна с ортогональной 
поляризацией. В несимметричном случае это ра-
ботает для волн p-поляризации и s-поляризации, 
падающих под определенным углом. 

Получим формулы Френеля при падении 
снизу на структуру с произвольным углом   под 
углом   волны p- и s-поляризаций. Используем 
импедансный подход, рассматривая движение по 
оси x. Снизу имеем волну

xikRxikE xqxq 00 expexp , 

qxqxq xikRxikHZ 0000 /expexp .

Сверху имеем
dxikTE xqq 0exp , 

qxqq dxikTHZ 000 /exp .
В структуре пишем

xikAxikAE xqxqq expexp , 

qxqqxqq xikAxikAHZ /exp/exp0 .

Здесь при pq   имеем zq EE  , yq HH  , 
2
0

2
0 /1 kkzp  , а также //~ 2

0
2 kkzxxq .

П р и  sq   и м е е м  yq EE  ,  zq HH  , 
2
0

2
0 /1/1 kkzs  , 22

00
~/ zxxs kkk . Сшивая 

компоненты полей, получаем решение:

2
0

22
0

0

expexp
4

qqxqqx

qq
q dikdik

T ,

2//1exp 0qqqxq TdikA ,

2//1exp 0qqxqq dikTA .

(28)

Используя его, находим

qqqq

qq
qqq AA

AA
RRZ

/
1/1

0
,

и коэффициент отражения    1/1  qqq ZZR  
или 1 

qqq AAR . Следует иметь в виду, что 
в этих соотношениях величина 0kkz   и дей-
ствительная, а угол падения определяется как 

М. В. Давидович. Плазмон-поляритоны вдоль поверхности асимметричного ГММ
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 22
0/arctan zz kkk  . В случае симметрии 

уравнение упрощается и принимает вид

2
0

22
0

0

2exp
exp4

qqxqq

xqq
q dik

dik
T . (29)

4. Слой во внешнем магнитном поле

Внешнее магнитное поле 0H  приводит к 
тому, что ДП металла становится тензорной 
величиной. Изменяя величину и направления 
магнитного поля, можно управлять дисперсией 
и волнами в слое из ГММ. Соответственно из-
меняется и тензор эффективной ДП (1). При 
произвольном угле   и направлении магнитного 
поля соотношения становятся весьма сложными. 
Рассмотрим случай направления магнитного поля 
по оси x: 000 HxH   и 0 . В этом случае для 
металлического образца

m
zz

m
zz

m
xx

m

ib
ib

0
0

00
ˆ ,

где 
cp

m
xx i22 /1 ,

cMp
m
zz i222 /1 , 

cMpM ib 2232 / .

Теперь для тензора ДП слоя ГММ (1) имеем

2/d
m
xxxx , 2/ibzyyz , 

d
m
zzd

m
zzzz /2 , 

при этом он перестает быть диагональным. Такая 
искусственная среда не подлежит формально под 
определение ГММ, однако, как и в последнем, 
в ней возможны большие значения компонент 
вектора k. Магнитное поле приводит к возник-
новению вектора гирации и дополнительной 
пространственной дисперсии. Расписывая по 
координатам уравнения Максвелла, получим урав-
нение Френеля и связь полей через импедансы. 
Уравнение Френеля имеет вид   0ˆˆdet 2

0
2  kk , 

где матрицы k̂  и 2k̂ , содержащие компоненты lk  
и mlkk , определяют операторы «ротор» и «ротор от 
ротора», т.е. действуют на произвольную плоскую 
волну  kE ,  как EE k̂  и EE 2k̂ . 
Матрица k̂  особенная, а матрица 2k̂  обратима. 
Отличие теперь состоит в том, что импедансы 

разных направлений являются различными. Это 
приводит к тому, что в структуре возможны вте-
кающие с одной стороны и вытекающие с другой 
стороны волны. Изменение направления магнит-
ного поля изменяет условия втекания-вытекания. 
В этом смысле такая волноведущая структура 
обладает невзаимностью. Возбуждая, например, 
слой волноводом, можно создать антенну выте-
кающей волны, которая излучает в узком секторе 
под углом в сторону. Изменяя магнитное поле, 
можно изменять полуплоскость, в которую име-
ет место излучение. Поскольку eM mHe /00  ,
то для работы в оптическом диапазоне нужны 
весьма сильные магнитные поля. Если внешнее 
магнитное поле направить по оси z, то тензор ДП 
видоизменяется заменой zx  . Для такого слоя 
волны разных направлений различны. 

Для создания ламп бегущей волны ТГц диа-
пазона перспективны замедляющие структуры с 
замедленными плазмонами [36]. Необходим ко-
эффициент замедления порядка 3‒4 и рабочая 
индукция магнитного поля порядка 1 Тл. Для этого 
удобно использовать рассмотренные структуры 
с 2/   и продольным магнитным полем. От 
направления магнитного поля зависят замедление 
и потери плазмона, поэтому расчет дисперсии с 
учетом магнитного поля весьма важен. В случае 
произвольно направленного поля и произвольной 
ориентации   тензор ДП имеет все компоненты, 
а дисперсионные уравнения становятся весьма 
сложными. 

5. Численные результаты и их обсуждение

На рис. 2 представлены результаты расчета 
eRR   и eTT   в зависимости от угла падения 

для λ = 500 нм. Отметим, что в теории дифракции 
на решетках подобные задачи для бесконечно 
тонких идеально проводящих полосок сводятся 
к интегральным уравнениям и решались. Можно 
учесть и конечный импеданс металлических лент. 
Однако учет диэлектрического слоя в таком под-
ходе сложен и требует введения комбинированных 
объемно-поверхностных интегральных уравне-
ний. Результаты расчета дисперсии и потерь для 
ПП при 0  и 2/   приведены на рис. 3, 4. 
Часть кривых левее 1n  соответствуют быстрым 
втекающим волнам, а правее – медленным. Волны 
в нижней плоскослоистой ИС ( 2/  ) более 
медленные, а в области выше частоты плазмонно-
го резонанса обратные. Это отличает плоскослои-
стую ИС от металлической, для которой обратных 
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волн нет. Для ГММ с 0  обратных волн нет, 
а максимальное замедление соответствует более 
высоким частотам, для которых 0 . Кривые 
построены так, что 0zk , поэтому обратным 
волнам соответствуют как бы отрицательные 
потери. В вакууме энергия всегда переносится 
вдоль движения фазы. Наличие обратных волн – 
это интегральный эффект, связанный с тем, что в 
металлических структурах компонента вектора 
Пойнтинга может менять знак при 0 .

В  области  плазмонного  ре зонанса 

  /1~zz kk , т.е. для получения больших за-
медлений следует снижать диссипацию. Оценка 
для первой структуры дает в области резо-

нанса      2///211 2
0   

ddz ikk .  Для 

второй структуры имеют место два резонанса: 

     2
0 1/1 ddz ikk  – низкочастотный при 

dm    и         21/11 22
0 dddz ikk  

– высокочастотный при dm  /1 . Непосред-
ственно видно, что последний соответствует об-

Рис. 4. Нормированные потери pz kk /  E-ПП вдоль полу-
пространства ГММ, соответствующие дисперсии рис. 
2 для α = 0 (кривые 1‒3) и α = /2 (кривые 4–6) в за-
висимости от нормированного волнового числа pkk /0  
при разных ДП d : 2.0 (кривые 1‒4), 3.0 (кривые 2‒5) и 

5.0 (кривые 3‒6)
Fig. 4. Normalized E-PP losses pz kk /  along the half-
space of HMM corresponding to the dispersion of Fig. 2 
for α = 0 (curves 1‒3) and α =  / 2 (curves 4‒6) depend-
ing on the normalized wave number pkk /0  at different DP: 

d : 2.0 (curves 1‒4), 3.0 (curves 2‒5), and 5.0 (curves 3‒6)

Рис. 3. Дисперсия E-ПП вдоль полупространства ГММ 
со структурой, соответствующей рис. 2 для α = 0 (кривые 
1‒3) и α = /2 (кривые 4–6): зависимость нормированного 
волнового числа от замедления 0/ kkn z  при разных ДП 

d : 2.0 (кривые 1‒4), 3.0 (кривые 2‒5) и 5.0 (кривые 3‒6)
Fig. 3. Dispersion of E-PP along the half-space of HMM with 
the structure corresponding to Fig. 2 for α=0 (curves 1‒3) and 
α = /2 (curves 4‒6): dependence of the normalized wave 
number on deceleration 0/ kkn z  at different DP: d : 2.0

(curves 1‒4), 3.0 (curves 2‒5), and 5.0 (curves 3‒6)
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ратному ПП. Все исследованные ПП втекающие, 
поскольку вытекание из диссипативного полупро-
странства невозможно.

Заключение

В работе с использованием простейшей 
гомогенизации получены точные решения для 
плазмон-поляритонов вдоль поверхности в общем 
случае асимметричного гиперболического мета-
материала в виде плоскослоистой периодической 
металл-диэлектрической структуры. Дополни-
тельную степень свободы в уравнения можно 
ввести, если варьировать коэффициент заполне-
ния или использовать многослойные в периоде 
структуры. Учет пространственной дисперсии, 
т.е. зависимости  zx kkk ,,~

0 , приводит к слож-
ным нелинейным дисперсионным уравнениям 
и уравнениям Френеля, анализировать которые 
возможно только численно. Как пространственная 
дисперсия, так и диссипация искажают гипербо-
лический закон дисперсии и ограничивают по 
модулю компоненты волнового вектора, т.е. за-
мыкают поверхность изочастот. Найдены условия 
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существования медленных и быстрых, втекающих 
и вытекающих, а также прямых и обратных поля-
ритонов. Асимметричный слой гиперболического 
метаматериала интересен тем, что во внешнем 
магнитном поле поддерживает поляритоны, втека-
ющие с одной стороны и вытекающие с другой. В 
плоскослоистой структуре найдены обратные по-
ляритоны, отсутствующие вдоль металлического 
полупространства. Использование вместо метал-
лических слоев графеновых листов позволяет при 
оптической накачке создавать активные структуры 
как дифракционные, так и волноведущие [35‒38].
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Background and Objectives: Plasmon-polaritons along a surface 
of bulk hyperbolic metamaterial and along a slab of such metama-
terial with an arbitrary orientation of the crystallographic axis are 
considered (the axis in the polarization plane is an arbitrary angle 
with the direction of propagation). We use the rigorous approach 
based on Maxwell’s equations. The parameters of the hyperbolic 
metamaterial in the form of the effective dielectric constant tensor 
are determined by homogenization. The dielectric permittivity of 
metal layers is determined by the Drude–Lorentz model. The axis 
change is made using the rotation matrix of the coordinate system, 
and the effective permittivity tensor is transformed accordingly. 
The possibility of using graphene layers with the conductivity of 
a graphene sheet based on the Kubo model is considered. The 
conditions of existence of fast, slow, flowing, forward and backward 
plasmon-polaritons are found. Backward plasmon-polaritons cor-
respond to a wave in which the phase velocity is opposite to the 
energy transfer velocity. Classification of waves is made both on 
the basis of calculation of Pointing vector, and by the solution of 
the dispersion equation and definition of signs of real and imaginary 

parts of a constant of propagation. The Fresnel formulas are also 
derived for the diffraction of a plane wave of arbitrary polarization 
on such a structure. Methods of analytical and numerical solution 
of dispersion equations are applied. Partial analytical solutions of 
dispersion equations are obtained. A new type of backward inverse 
plasmon-polaritons propagating along the flat boundary of a massive 
sample of a hyperbolic metamaterial with a vacuum, which does not 
exist for a solid metal sample, is found. The possibility of dispersion 
control by applying an external magnetic field is considered, as well 
as the possibility of plasmon-polariton amplification in waveguides 
from metamaterials with optically pumped graphene sheets, as 
well as in diffraction on plane-layered structures. Methods: We 
use the Maxwell equation, mode matching technique, the homog-
enization for hyperbolic metamaterials without spatial dispersion 
and construct the complex dispersion equation. We consider the 
asymmetric hyperbolic metamaterial with a rotated optical axis. 
The dispersion equation was solved analytically and numerically 
by the iterative method.
Keywords: hyperbolic metamaterial, homogenization, plasmon 
polaritons, dispersion equation, Fresnel equation, Fresnel formulas.
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