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Методами численного эксперимента получены основные статистические характеристики по-
следовательности времён возвратов Пуанкаре на примере логистического отображения в 
режиме хаоса. Рассчитаны средние значения, дисперсия и плотность распределения времён 
возврата и их зависимость  от  величины  области  возвращения при локальном подходе. По-
лучены значения размерности Афраймовича–Песина как в случае нулевой, так и положитель-
ной топологической энтропии аттрактора системы. Подтверждено соответствие размерности  
Афраймовича–Песина  показателю Ляпунова (глобальный подход). Исследованы закономер-
ности влияния шумового воздействия на статистику времён возврата как при локальном, так 
и глобальном подходах. Рассмотрены примеры использования теории возвратов Пуанкаре 
для диагностики эффекта стохастического резонанса, синхронизации хаоса и расчёта фрак- 
тальной  размерности  аттрактора.
Ключевые слова: возвраты Пуанкаре, фрактальная размерность, топологическая энтро-
пия, размерность Афраймовича–Песина, стохастический резонанс, синхронизация.

Statistics of Poincare Recurrence with Considering Effect of Fluctuations

V. S. Anishchenko, S. V. Astakhov, Y. I. Boev, 
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The basic statistical characteristics of Poincare recurrence are obtained numerically for the  logistic 
map  in  a  chaotic  regime.  The  mean  values,  variation  and  recurrence distribution density are 
calculated and their dependence on a return size is analysed. Afraimovich–Pesin dimension values are 
obtained. It is verified that the Afraimovich–Pesin dimension corresponds to the Lyapunov exponent. 
the peculiarities of the influence of noise on the recurrence statistics are studied in local and global 
approaches. It is shown that the obtained numerical data fully conform to the theoretical results. It 
is demonstrated that the Poincare recurrence theory can be applied to diagnose.
Key words: Poincare recurrence, fractal dimension, topological entropy, Afraimovich–Pesin dimen-
sion, stochastic resonance, synchronization.

Введение

Динамические системы со сложным характером траекторий можно 
описывать с точки зрения геометрии предельных множеств в фазовом 
пространстве, а также эволюцией фазовых траекторий во времени. 
Одной из фундаментальных особенностей временной динамики си-
стем является так называемый возврат Пуанкаре. Возвращаемость по 
Пуанкаре означает, что практически любая траектория, стартующая из 
некоторой точки x0 предельного множества, во времени бесконечное 
число раз пройдёт сколь угодно близко от начального состояния. Такие 
движения в динамических системах Пуанкаре назвал устойчивыми по 
Пуассону [1].
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Проблема возвратов Пуанкаре для эргоди-
ческих систем с заданной вероятностной мерой 
полностью решена и описана в математической 
литературе [2]. Фундаментальным математи-
ческим результатом является теорема Каца [3]. 
Доказано, что среднее время первого возврата Пу-
анкаре в ε-окрестность заданной точки множества 〈τr 〉 обратно пропорционально вероятности P(ε):

β = const.              (1)

Установлено, что для дискретных систем β = 1 
[3, 4]. 

Известно, что в общем случае

P(ε) ≃ p(x)εdf ,                (2)
где p(x) – плотность распределения, df  – фрак-
тальная размерность множества. К подробному 
анализу (2) мы ещё вернёмся.

Важным математическим результатом яв-
ляется доказательство того, что плотность рас-
пределения случайного процесса возвратов для 
эргодических систем с заданной мерой подчиня-
ется закону [5]:

.        (3)

Здесь 〈τr〉 – среднее время первого возврата в  
ε-окрестность, – некоторое значение τr . Отме-
тим, что выражение (3) не зависит от размерности 
исследуемой динамической системы, а также явно 
не зависит от размера ε. Зависимость от величины  
ε и от конкретного задания начального состояния 
входит в (3) через 〈τr〉. Закон (3) описывает распре-
деление случайной последовательности возвратов 
в ε-окрестность некоторой точки и справедлив в 
пределе ε → 0 для всех τr > . Выражения (1) 
и (3) относятся к проблеме возвратов в малую 
окрестность ε заданной точки исследуемого мно-
жества и в этом смысле характеризуют локальные 
свойства возвратов Пуанкаре.

Известен иной подход к проблеме возвратов 
Пуанкаре, основанный на разбиении всего множе-
ства на ε-элементы с последующим усреднением 
минимальных возвратов по разбиениям. Так как 
усреднение осуществляется по всему множеству, 
то такой подход можно назвать глобальным. Мате-
матическая теория глобального подхода изложена 
в работах [2, 6]. Рассматриваемое множество фа-
зовых траекторий динамической системы (напри-
мер, аттрактор системы) покрывается кубиками 
(или шарами) размером ε ≪ 1 . Покрытие должно 
включать всё рассматриваемое множество. Для 
каждого элемента покрытия εi (i = 1, 2,..., m) 

определяется минимальное время первого возвра-
та фазовой траектории в εi-окрестность τinf (εi).
Затем находится среднее минимальное время 
первого возврата по всему множеству элементов 
покрытия εi:

               (4)

Показано [2], что

,                   (5)

где αс – размерность последовательности времён 
возврата, введённая Афраймовичем и Песиным 
[6–8], d – размерность рассматриваемого множе-
ства. Функция  в (5) может быть задана в одной 
из следующих форм:

    …,   (6)

что зависит от топологической энтропии системы 
hT [9], а также от мультифрактальности иссле-
дуемого множества, если она имеет место. Если 
топологическая энтропия hT = 0, то  ~ 1/t и 
из (5) следует

.                    (7)

Если hT > 0, то наиболее типичным является за-
дание  в виде экспоненты ~ e−t. В этом 
случае выражение (5) можно представить в виде 
[10]:

.                (8)

Как известно [11], топологическая энтропия hT  
является оценкой сверху энтропии Колмогоро-
ва–Синая, которая, в свою очередь, определяется 
положительными показателями Ляпунова λ+. От-
сюда, в частности, следует, что для хаотических 
динамических систем с экспоненциальным раз-
беганием траекторий топологическая энтропия 
положительна (hT > 0) и справедливо соотношение 
(8). Выражение (7) для хаотических систем будет 
справедливым только для критических значений 
параметра, при которых энтропия Колмогорова–
Синая обращается в нуль.

Отметим одну деталь. При численном мо-
делировании возвратов Пуанкаре применяются 
алгоритмы и программы, которые не требуют 
непосредственного знания вероятностной меры. 
В связи с этим в численных задачах, как правило, 
не проводится сопоставление результатов анализа 
с видом и эволюцией вероятностной меры при 
изменении параметров системы и добавлении 
внешнего шума. Это сопоставление совершенно 
необходимо, так как на основе математической те-
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ории именно изменения плотности распределения 
(x) определяют экспериментальные результаты.

1. Локальный подход. Влияние внешнего шума

Распределение (3) с учётом (1) можно пере-
писать в виде

,      (9)
где β = 1 (1).

При экспериментальных исследованиях 
оказывается удобным рассматривать ln , так 
как график представляет собой прямую линию 
y = a − kx:

      (10)

или
.            (11)

Коэффициент k  наклона прямой ln  от τr вы-
ражается как

.             (12)

Если вероятностная мера (x) задана, то для 
вероятности  получается следующее вы-
ражение (2):

.  (13)

где ε ≪ 1  , df  – фрактальная размерность предель-
ного множества (аттрактора) в фазовом про-
странстве системы. Отметим, что для одномер-
ных дискретных отображений с непрерывной и 
гладкой вероятностной мерой df  = 1, т.е. df равно 
размерности системы N = 1. Для многомерных 
систем N ≥ 2, df  < N.

Зная закон распределения (3), вычислим 
дисперсию   как среднеквадратичное от-
клонение τr от 〈τr〉:

            
(14)

. 

Из выражения (1) с учётом (13) для одно-
мерного отображения с хаотическим аттрактором 
получаем:

             (15)
или

.                (16)
Соответственно для дисперсии получим:

     (17
или

         (18)

Из (16) и (18) следует, что для одномерного 
отображения с гладкой вероятностной мерой зави-
симости ln〈τr〉 и ln (ε, x0) от величины ln ε будут 
представлять собой прямые линии с наклоном  −1  
и −2 соответственно, сдвинутые относительно 
нуля координат на постоянные величины C1 и C2, 
так как в этом случае df  = 1.

На рис. 1 приведены данные численного 
эксперимента, проведённого для одномерного 
отображения

        (19)
при значениях параметров r = 4.0 и D = 0, где 
D – интенсивность внешнего белого шума .

Рис. 1. Плотность распределения (x) на аттракторе 
системы (19) (а); зависимости ln〈τr〉 и ln  от ln ε (б). 
Наклоны зависимостей −1.008 и −2.0208 соответственно. 

Значения параметров: r = 4.0, x0 = 0.5

xa

б

На рис. 1, а представлена плотность рас-
пределения (x) на аттракторе системы (19), 
соответствующая аналитическому выражению 

 [12]. Рис. 1, б иллюстри-
рует зависимости среднего времени возврата 
ln〈τr〉 и дисперсии ln  от ln ε. Как видно из 
графиков, приведённых на рис. 1, б, рассчи-
танные зависимости как для ln〈τr〉, так и для 
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ln  представляют собой прямые с наклоном |k| = 1.008 и |k| = 2.0208, что с учётом ошибки 
счёта полностью соответствует теории (16) и (18) 
при условии df = 1.

Данные рис. 1 служат одновременно под-
тверждением того, что распределение p(τr) (3), 
с помощью которого получены выражения (16) 
и (18), является справедливым, включая теорему 
Каца (1).

Как изменятся описанные закономерности 
в условия воздействия шума на систему (19), т.е. 
в случае D > 0? Здесь необходимо проанализи-
ровать влияние шума на закон (3), теорему Каца 
(1) и соответственно на вид зависимостей (16) и 
(18), Отметим, что ряд ответов на поставленные 
вопросы приведён в работах [13,14], которые мы 
будем использовать.

Как отмечалось в работе [13], главным фак-
тором является изменение вероятностной меры 
аттрактора, обусловленное действием шума. На 
рис. 2, а приведены данные расчёта плотности 
распределения (x)  для аттрактора системы (19) 
при r = 4.0 и D = 10−3. Если сравнить их с рис. 1, 
а, то можно сказать, что (x) в присутствии шума 
существенно меняется. В результате будет менять-
ся и величина вероятности попадания траектории 
в ε-окрестность начального состояния x0 (13):

P(ε, x0 , D = 0) ≠ P(ε, x0 , D > 0).        (20)
Теорема Каца будет справедливой и для за-

шумлённой системы [14]. Однако в выражении (1) 
необходимо использовать величину P(ε, x0 , D) с 
учётом её изменений, обусловленных действием 
шума. Аналогично в (13) необходимо использо-
вать плотность P(x, D) для зашумлённой системы:

P(ε, x0 , D) = (x0 , D) εdf .             (21)
Таким образом, теорема Каца для зашумлён-

ной системы принимает вид

.                 (22)

Естественно предположить, что и распре-
деление p(τr) (см. формулу (3)) останется спра-
ведливым, если входящий в (3) коэффициент 〈τr 〉 будет рассчитан с учётом влияния шума на 
соотношение (22):

.        (23)

Если предположить, что закон (23) выполняется, 
то выражения (16) и (18) для 〈τr 〉 и  также бу-
дут справедливы, причём влияние шума приведёт 
лишь к изменениям коэффициентов C1 и C2, а 

линейная зависимость от ln ε сохранится, как и 
величина наклонов df  и 2df . В [15] показано, что 
в случае зашумлённых систем df = N.

Рассуждения и выводы, приведённые выше. 
не являются строгим доказательством, но могут 
быть проверены с помощью численного экспери-
мента. Рассмотрим результаты экспериментов. На 
рис. 3 приведены данные расчёта распределения 
p(τr) для случаев D = 0 и D = 10−3.

Как видно из графиков, экспоненциальный 
характер зависимостей p(τr)  имеет место как в 
отсутствие, так и при ненулевом уровне шума 
D = 10−3 . Более того, в обоих случаях наклон 
прямых ln p(τr) от τr  строго соответствует ве-
личине k = −1/〈τr〉. В зашумлённой системе 〈τr〉 
уменьшается за счёт возрастания вероятности 
P(x0, ε, D) > P(x0 , ε, D = 0), что приводит к уве-
личению наклона графика рис. 3 для зашумлённой 
системы. Таким образом, экспоненциальный закон 
распределения (3) оказывается справедливым в 
случае зашумлённой системы (19), если учесть 
в выражении (3) изменение величины 〈τr〉 (см. 
формулу (23)).

Рис. 2. Плотность распределения (x) на аттракторе за-
шумлённой системы (19) (а); зависимости ln〈τr〉 и ln  
от ln ε (б). Наклоны зависимостей: −1.005 и −2.0267 соот-

ветственно. Значения параметров: r = 4.0, D = 10−3

(x
)

x

ln ε

ln
〈τ r〉, ln 

б

а
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ln
 

(τ r)

τr
Рис. 3. Результаты аппроксимации данных расчёта плот-
ности распределения (τr) при ε = 0.006 для случаев D = 0 
и D = 10−3. Наклоны зависимостей: −3.96 ∙ 10−3 (〈τr〉 = 252) 

и −4.44 ∙ 10−3 (〈τr〉 = 225.1) соответственно

D = 0

D = 10−3

Если это так, то можно ожидать, что графики, 
представленные на рис. 1, б для случая D = 0, бу-
дут качественно совпадать с графиками для 〈τr 〉 
и , рассчитанными для зашумлённой системы. 
Расчёты этот факт подтвердили. На рис. 2, б при-
ведены соответствующие результаты.

Основной вывод можно сформулировать 
следующим образом. Воздействие шума на 
режим хаотического аттрактора динамической 
системы приводит к изменениям в характере 
плотности распределения (x). Если это обсто-
ятельство корректно учесть, то из приведённых 
результатов следует, что теорема Каца и экс-
поненциальный закон распределения времён 
возврата p(τr) оказывается справедливым и в 
случае аддитивного шумового воздействия на 
систему.

2. Глобальный подход. 

Размерность Афраймовича–Песина 

последовательности времён возвратов

При глобальном подходу анализируется про-
цесс возвратов путём усреднения по всему мно-
жеству. В этом случае справедливы теоретические 
результаты (5)–(8). Если множество характеризу-
ется положительной топологической энтропией 
hT > 0, то справедливо выражение (8). Если 
hT = 0, то нужно использовать (7). Проиллюстри-
руем основные теоретические результаты на про-
стом примере отображения (19) в отсутствие шума 
(D = 0). На рис. 4 представлены результаты расчёта  
зависимости 〈τinf 〉 от ln ε для r = 4.0. Как видно, 
график аппроксимируется прямой линией с накло-
ном k = −1.431. Если предположить, что в случае 
r = 4.0 размерность df ≃ 1.0, то для размерности 

ln ε

〈τ inf 〉

Рис. 4. Зависимость 〈τinf 〉 от ln ε для отображения (19) 
для r = 4.0, D = 0, подтверждающая справедливость 

соотношения (8)

Афраймовича–Песина (АП-размерности) полу-
чаем величину αС = 0.698.

В работе [16] доказано, что для одномерных 
отображений АП-размерность совпадает по ве-
личине с положительным показателем Ляпунова 
αС = λ+. Расчёты этот факт подтверждают, о чём 
свидетельствует рис. 5. Из рисунка следует, что 
для значений 3.6 ≤ r ≤ 4.0 рассчитанные значе-
ния λ+ и αС  с точностью до ошибки вычислений 
совпадают с теоретической аппроксимацией 
λ+ = c(r − r* )0.45, где критическое значение 
r = r* = 3.57... [12].

Рис .  5.  Зависимость  показателя  Ляпунова  λ+ и 
АП-раз мерности αС от параметра r отображения (19) 

при D = 0

В критической точке r* = 3.57... аттрактор 
системы (19) имеет нулевое значение для показа-
теля Ляпунова, и, следовательно, топологическая 
энтропия будет также равна нулю hT = 0 . В этом 
случае должна выполнятся зависимость (7), кото-
рую удобно рассматривать в виде

r
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.                 (24)

Эта зависимость также подтверждается экспе-
риментально, как это следует из рис. 6. Вели-
чина наклона экспериментальной прямой (см. 

рис. 5) = 0.625. Как известно, размерность 

аттрактора Фейгенбаума в критической точке 
df = 0.545 [12]. Зная величину df  и величину 
наклона k, определим значение αС, которое 
оказывается равным αС = 0.87. Таким образом, 
подтверждается теоретический результат (7), из 
которого следует, что в случае hT = λ+ = 0 (в кри-
тической точке r = r*) АП-размерность отлична 
от нуля и не совпадает с величиной показателя 
Ляпунова.

ln ε

ln
 〈τ inf 〉

Рис. 6. Зависимость ln 〈τinf 〉 от ln ε в критической точке 
r* = 3.57 отображения (19), подтверждающая справедли-

вость (7)

Оценим влияние шума на характер зависи-
мости (7), на величину АП-размерности αС  и на 
связь с величиной показателя Ляпунова. Исследо-
вания показали, что в условиях воздействия шума 
линейный характер зависимости (24) сохраняется 
и в присутствии шума, что даёт возможность 
расчёта величины наклона графика k = −df / αС . 
Учитывая, что в присутствии шума df  = 1, легко 
можно определить αС.

Расчёты показали, что в присутствии шума 
связь между показателями Ляпунова и величи-
ной АП-размерности αС  нарушается. Об этом 
свидетельствуют данные, приведённые на рис. 7. 
Видно, что с увеличением интенсивности шума  
D размерности αС экспоненциально возрастает, 
в то время как величина показателя Ляпунова в 
зашумлённой системе практически не зависит 
от интенсивности шума, оставаясь приближённо 

постоянной. Как показано в работе [17], оценкой 
для величины αС  в зашумлённой системе будет 
являться так называемая относительная энтропия 
Колмогорова, введённая в работе [18].

3. Приложения в нелинейной динамике

3.1. Диагностика эффекта стохастического 
резонанса с помощью распределения 
времён возврата Пуанкаре

Классическое явление стохастического ре-
зонанса (СР) было описано в работах [19, 20] на 
примере передемпфированного осциллятора Кра-
мерса. Было установлено и впоследствии много-
кратно подтверждено экспериментально (см. [20, 
21] и приведённые в них списки литературы), что 
в режиме индуцированных шумом переключений 
интенсивность периодической компоненты в спек-
тре выходного сигнала достигает максимума при 
оптимальном уровне шума.

В работе [22] показано, что эффект СР мо-
жет быть реализован в хаотических системах в 
отсутствие шума в режиме кризиса аттракторов. 
Рассмотрим этот эффект на примере дискретного 
аналога осциллятора Крамерса [22]:

. (25)

Система (25) есть одномерное кубическое ото-
бражение, возбуждаемое малым (A ≪ 1) периоди-
ческим сигналом. Экспоненциальный множитель 
в (25) вводится с целью избежать ухода траек-
торий в область больших значений xn. Эффект 
СР в (25) реализуется в отсутствие шума при 
условии, что значение управляющего параметра 
a > a* = 2.839… При этом имеют место дина-
мические нерегулярные переключения между 
симметричными частями хаотического аттрак-

Рис. 7. Зависимости показателя Ляпунова λ1 и АП-раз-
мерности αС от интенсивности шума D в системе (19) 

при r = 4.0

D

2.5

2

1.5

1

0.5

0
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тора, частота которых управляется величиной 
параметра a [20–22]. Диагностика эффекта СР в 
(25) проводилась методом фильтрации (методом 
двух состояний) с использованием модели теле-
графного сигнала [21].

Рассмотрим иной способ диагностики эффек-
та СР в системе (25), используя данные расчёта 
плотности распределения времён возврата Пуан-
каре. Подробное описание метода и результатов 
приведено в работе [23]. На рис. 8 приведён 
фрагмент графика плотности распределения (τr), 
рассчитанной для возвратов Пуанкаре в системе 
(25). Как видно из рис. 8, плотность оказывается 
пе риодически промодулированной с периодом 

внешнего сигнала   = 62.8. Если рассчитать 

спектр Фурье промодулированной плотности (τr ) 

,     (26)

то в спектре F(ω) должен иметь место пик F(Ω)  
на частоте ω = Ω. Расчёты этот факт подтвердили. 
Естественно предположить, что в режиме СР ве-
личина этого пика будет максимальной, что также 
было подтверждено вычислениями [23].

τr
Рис. 8. Фрагмент плотности распределения (τr), рас-
считанной для системы (25) в режиме СР при значениях 
параметров a =2.843, Ω = 0.1, b = 10, A = 0.005. Величина 

окрестности возвратов ε = 10−4

На рис. 9 представлены результаты расчётов 
величины коэффициента усиления η  и относи-
тельной амплитуда спектра F(Ω) в зависимости от 
параметра a системы (25). Из графиков видно, что 
обе зависимости характеризуются максимумом 
при значении a = 2.843, которое отвечает режиму 
СР [20,22].

Таким образом, эффект СР можно диагности-
ровать в численном эксперименте путём расчёта 
спектральной функции F(ω) плотности распреде-

Рис. 9. Зависимости коэффициента усиления η (кривая 
1) и относительной величины спектрального пика F(Ω) 
(кривая 2) от параметра a системы (25). Кривая 1 рас-
считана методом фильтрации. Значения параметров: 

Ω = 0.1, b = 10, A = 0.005, ε = 10−4

a

1
2

ления времени возврата Пуанкаре в ε-окрестность 
произвольной точки хаотического аттрактора и 
определения условий, при которых F(Ω) достига-
ет максимального значения. Эффект увеличения 
амплитуды спектрального пика F(Ω)  в режиме 
СР уверенно регистрируется вне зависимости 
от выбора величины окрестности ε в интервале 
10−4 ≤ ε ≤ 10−1 и выбора начальной области 
x0 ± ε /2 на аттракторе [23].

Необходимо отметить, что описанный метод 
анализа спектра F(ω)  плотности распределения 
времён возврата (τr ) даёт возможность на каче-
ственном уровне диагностировать эффект СР, но 
не позволяет провести расчёт количественных 
характеристик СР (отношение сигнал/шум и 
коэффициент усиления), которые необходимо вы-
числять, используя соответствующие реализации  
xn в системе (25).

3.2. Диагностика эффекта синхронизации 
хаотических автоколебаний с помощью 
размерности Афраймовича–Песина

Размерность Афраймовича–Песина являет-
ся глобальной характеристикой последователь-
ностей времён возврата аттрактора системы в 
целом и может быть использована в качестве од-
ного из критериев синхронизации хаотических 
автоколебаний. В качестве примера рассмотрим 
эффект синхронизации хаоса в двух взаимно 
связанных осцилляторах Лоренца, описанный 
в работе [10]. Уравнения рассматриваемой си-
стемы имеют вид

(τr)
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Фазовые переменные xi отвечают первой системе 
Лоренца, yi – второй, i = 1, 2, 3. Рассматриваются 
слегка расстроенные осцилляторы при следую-
щих значениях управляющих параметров:
ρ1 = ρ2 = 45.92; σ1=16.0, σ2 = 16.02; β1 = 4.0, β2 =4.01.

Эффект синхронизации достигается путём уве-
личения степени взаимосвязи осцилляторов, 
которая зависит от величины коэффициентов с1, 
с2, с3  в (27).

В отсутствие связи (сi = 0) хаотический 
аттрактор системы (27) ввиду имеющейся рас-
стройки по параметрам σ и β расположен в шести-
мерном фазовом пространстве. Для иллюстрации 
на рис. 10, а представлена проекция хаотического 
аттрактора на плоскость фазовых переменных (x1,  
y1) . Качественно аналогичные картины получа-
ются в проекциях на плоскости (x2,  y2) и (x3,  y3).

(27)

С увеличением связи реализуется эффект 
топологической синхронизации хаоса [10]. При 
этом аттрактор системы (27) располагается вбли-

зи инвариантного трёхмерного подпространства 
x ≃ y (x1 ≃ y1,  x2 ≃ y2, x3 ≃ y3). Соответственно про-
екции фазовой траектории системы на плоскости 

Рис. 10. Проекции аттрактора системы (27) на плоскость переменных (x1, y1) в отсутствие связи (сi = 0) 
(а), при наличии связи (c1 = 500, c2  = c3 = 400) (б); зависимости 〈τinf (ε)〉 в отсутствие синхронизации (в) 

и в условиях синхронизации (г)

г

ба

в

.
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(xi,  yi)  должны находиться в малой окрестности 
диагонали xi = yi (i = 1, 2, 3). Расчёты подтвержда-
ют ожидаемый результат, о чём свидетельствует 
рис. 10, б. В силу малой расстройки осцилляторов 
Лоренца по параметрам в системе (27) с введени-
ем связи экспериментально реализуется режим 
практически полной синхронизации, который 
возможен только в случае идентичности взаимо-
связанных систем [24]. Если говорить строго, 
когда между переменными xi и  yi (i = 1, 2, 3) до-
стоверно существуют различия. Расчёты показали, 
что величина |xi (t) − yi (t)|  в среднем по времени 
хотя и мала, однако, конечна и составляет вели-
чину порядка 10−4. Естественно, что на графике 
это невозможно увидеть.

Проведём расчёты АП-размерности для ат-
тракторов подсистем (27) в отсутствие связи и в 
режиме синхронизации. Результаты представлены 
на рис. 10, в, г.

Из графиков следует, что представленные 
зависимости 〈τinf (ε)〉 подчиняются теоретической 
закономерности (8), так как рассматриваются 
хаотические режимы с положительной топологи-
ческой энтропией. Наклоны прямых на графиках 
рис. 10, в  различны в силу имеющейся 
расстройки по параметрам и отсутствия связи. 
При этом естественны различия в значениях αС: 

для первой системы Лоренца  = 0.122, 

соответственно для второй – αС2 = 0.110. Для рас-
чёта αС мы использовали данные наклонов прямых 
(см. рис. 10) k1 = 16.54 и k2=18.43, положив раз-
мерность аттрактора Лоренца d = 2.03.

В режиме синхронизации (см. рис. 10, г) 
графики зависимостей 〈τinf (ε)〉 для первой и 
второй подсистем полностью совпадают. Их на-
клон k1 = k2 = 18.43 и соответственно размерности 
Афраймовича–Песина в режиме синхронизации 
оказываются равными αС1 = αС2 = 0.11.

Таким образом, в режиме полной синхро-
низации двух связанных хаотических подсистем 
устанавливается равенство их АП-размерностей.

3.3. Расчёт фрактальной размерности аттрактора
на основе возвратов Пуанкаре
Для оценки величины фрактальной размер-

ности df аттрактора системы будем использовать 
теоретический результат (8), который представим 
в виде

.                   (28)

Если в численном эксперименте определить ко-
эффициент наклона прямой (28) |k| = df /αС , то, 
зная величину αС , легко найти значение df . В 
качестве примера рассмотрим отображение (19) 
в отсутствие шума (D = 0) для двух значений 
параметра r = 4.0 и r = 3.7. Как хорошо известно 
[12], в случае r = 4.0 аттрактор отображения (19) 
характеризуется размерностью df  = 1.0, гладкой 
непрерывной функцией распределения (x) 
(см. рис. 1, а) и величиной показателя Ляпунова 
λ+ = ln2 ≃ 0.693. Доказано, что для отображения 
(19) λ+ = αС  [16]. Для r = 4.0 рассчитывалась 
зависимость (28) и было получено значение 
|k| = 1.431 (см. рис. 4), откуда легко получить 
df  = |k| ∙ λ+ ≃ 0.992, отличие от теории составляет 
менее 1%. Для численной оценки фрактальной 
размерности аттракторов наиболее часто иполь-
зуется следующие определения:

ёмкостная размерность:

,                 (29)

информационная размерность:

,              (30)

корреляционная размерность:

,                   (31)

соотношение между размерностями:
.                  (32)

В приведённых формулах ε – размер интерва-
ла покрытия аттрактора, N(ε) – число элементов 
покрытия, Pi = Pi(ε) – вероятность попадания 
траектории в εi-интервал.

Для сравнения результатов расчёта df  мето-
дом возвратов Пуанкаре (28) были проведены рас-
чёты размерностей D0, D1 и D2, представленные на 
рис. 11. Из графиков видно, что с уменьшением ε 
до ε ≃ 10−6 все размерности Di (i = 0, 1, 2) стре-
мятся к единице, т.е. к теоретическому значению 
df  = 1.0 Выполняется неравенство (32), так как 
D0 = 1.0, D1 = 0,974, D2 = 0,972.

Отметим, что наиболее точной оценкой раз-
мерности df  в рассмотренном примере является 
ёмкость D0 = 1.0 (29). Это вполне закономерно, 
так как при r = 4.0 аттрактор системы (19) вклю-
чает весь единичный интервал. Интересно рас-
смотреть задачу расчёта df  для r = 3.7, когда ат-
трактор в (19) представляет собой набор отрезков 
в единичном интервале и плотность распределе-
ния становится достаточно сложной функцией. 
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Расчёты свидетельствуют, что в случае r = 3.7  
результаты следующие:

|k| = 2.789,   λ+ =  αС  = 0.355,   df  = 0.993.
При этом для спектра размерностей (29), (30) и 
(31) получаем соответственно

D0 = 1.0,   D1 = 0,947,   D2 = 0.938.
Таким образом, и в этом случае размерность 

df , полученная на основе глобального подхода 
в теории возвратов Пуанкаре (28), достаточно 
хорошо соответствует расчёта ёмкостной размер-
ности аттрактора.

Отметим, что близость df  к величине D0  име-
ет место не всегда. Для некоторых отображений 
значения df  оказывались наиболее близкими к 
величине информационной размерности D1 (30) 
[15].

В работе [17] экспериментально показано, 
что равенство αС  = λ+  справедливо не только для 
одномерных, но и для двумерных отображений в 
режиме хаотического аттрактора. Таким образом, 
описанный выше метод численной оценки df 
можно использовать для расчёта фрактальной раз-
мерности аттракторов в двумерных отображениях. 
Наши исследования показали, что метод расчёта df 
на основе глобальной теории возвратов Пуанкаре 
требует существенно меньших затрат времени при 
вычислениях и даёт значения df  наиболее близкие 
к истинным в сравнении с расчётами на основе 
определений (29)–(31).

Выводы

Фундаментальные теоретические результа-
ты, представленные в п. 1, получены для гипербо-
лических систем с заданной вероятностной мерой 
и не накладывают ограничений на размерность 
динамической системы. В связи с этим без потери 
общности в настоящей работе мы рассмотрели 
основные закономерности возвратов Пуанкаре 

Рис. 11. Данные расчёта спектра размерностей аттрактора 
в отображении (19) при r = 4.0

на примере одномерного квадратичного отобра-
жения. Логистическое отображение (19) явля-
ется негиперболическим, необратимым и имеет 
множество вероятностных мер в зависимости от 
управляющего параметра r. В связи с этим экспе-
риментальные результаты работы представляют 
определённый интерес, так как свидетельствуют 
о возможности применять теоретические резуль-
таты к негиперболическим системам.

Основные результаты работы состоят в сле-
дующем.

1. Теорема Каца и экспоненциальный за-
кон распределения времён возврата (локальный 
подход) при наличии внешнего шума в пределах 
малой погрешности вычислений оказываются 
справедливыми, если учесть изменения вероят-
ностной меры, обусловленные действием шума.

2. Показано, что для отображения (19) тео-
ретические закономерности (7) и (8) (глобальный 
подход) подтверждаются численными расчётами 
как в отсутствие, так и при воздействии шума.

3. В отсутствие шума для отображения (19) 
подтверждено соответствие АП-размерности по-
казателю Ляпунова. Это соответствие нарушается 
для зашумлённого отображения. Оценкой для 
АП-размерности в этом случае служит относи-
тельная энтропия Колмогорова [17].

4. Статистические характеристики времён 
возврата могут быть использованы для диагно-
стики эффектов стохастического резонанса и 
синхронизации, а также для расчёта фрактальной 
размерности аттрактора.
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ПРОБЛЕМА ПОЛНОТЫ ПЕРЕДАВАЕМОЙ ИНФОРМАЦИИ

Ю. Н. Зайко 

ФГБОУ ВПО «Российская академия народного хозяйства 
и государственной службы при Президенте РФ»
Поволжский институт управления им. П. А. Столыпина, Саратов
E-mail: zyrnick@rambler.ru

Рассмотрена проблема полноты информации, передаваемой 
сферическими электромагнитными волнами от источника к 
приемнику. В качестве фактора, определяющего полноту пере-
даваемой информации, рассматривается искривление про-
странства–времени, вызванное самой волной. Показано, что 
это искривление имеет две составляющие: гравитационную и 
дифракционную. Вычислены параметры рассеяния луча света 
за счет кривизны метрики: угол рассеяния и сечение захвата. 
Показано, что передача информации из прошлого в будущее 
сферическими электромагнитными волнами имеет квантовый 
характер.
Ключевые слова: рассеяние, луч, кривизна пространства–
времени, сечение захвата.

Completeness’ Problem of Being Transmitted Information

Y. N. Zayko 

This article presents an investigation of completeness’ problem of in-
formation transmitted by spherical electromagnetic wave from source 
to receiver. A space–time curvature caused by electromagnetic wave 
is an origin that influences on completeness.  It is shown that that 
curvature has two parts, gravitational and diffractional ones. Light 
beam scattering parameters such as scattering angle and capture 
cross-section due to curvature of space-time are evaluated. It is shown 
that transmission of information from the Past to the Future with the 
help of spherical electromagnetic waves has quantum character.
Key words: scattering, beam, space–time curvature, capture 
cross-section.


